Lukion matematiikkakilpailun
alkukilpailun perussarja

Tehtdvia on kahdella sivulla; kuusi ensimmdistd tehtavaa on monivalintatehtavia,
joissa on 0—4 oikeata vastausta.

1. Lukion A ja lukion B oppilasméérien suhde oli a/b vuoden 2017 lopussa. Vuoden
2017 aikana lukion A oppilasméira oli kasvanut 5 % ja lukion B 10 %. Vuoden 2017
alussa oppilasméaarien suhde oli ollut
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2. Mité voidaan sanoa lausekkeen k3% —k? tarkasta arvosta, kun k2% = 16 ja k > 0.

a) Tehtavéa ei voi ratkaista, silld vastaus riippuu lukujen z ja k arvoista.
b) Lausekkeen arvo on 56.

c¢) Lausekkeen arvo on 60.

d) Vastaus on irrationaaliluku.

3. Nelio kaantyy 45° keskipisteensa ympari, jolloin syntyy tdhden muotoinen
16-kulmio. 16-kulmion piirin suhde nelion piiriin on

a) alle 1,5 b) 4 — 22 ) 24_4\/5 d) 2\/g+1

4. Tarkastellaan yhtaloa
2z + a? — 3a

:a/,
r—1

missa tuntematon x on eri kuin 1 ja a € R on vakio. Mitd voidaan sanoa yhtalon
ratkaisuista?

a) Sopivalla parametrin a arvolla yhtalolla on ddrettémén monta ratkaisua.
b) Yht&lo ei ratkea kaikilla parametrin a arvoilla.

c¢) Yhtalolld on aina ratkaisuja riippumatta vakion a arvosta.

d) Yht&lolld on aina kolme ratkaisua.

5. Kymmenen (eri) suoraa jakaa tason alueisiin, joita voi olla vaihteleva maaré sen
mukaan, miten suorat on piirretty. Mitkad seuraavista ovat mahdollisia syntyneiden
alueiden lukumaaria?

a) 20 b) 9 c) 56 d) 32



6. Matemaattisesti hairiintynyt sammakko hyppelee tasossa vain loikkia, joiden pituus
on tismilleen v/5. Sammakko potee lukuteoreettista oireyhtymii, jonka takia sen loikat
paattyvat vain pisteisiin, joiden koordinaatit ovat kokonaislukuja. Sammakko lahtee
liikkeelle origosta ja palaa neljan loikan jalkeen takaisin origoon. Kuinka monella tavalla
sammakko voi tehda tallaisen neljan loikan sarjan? Mitd voidaan sanoa ratkaisujen
lukumaarasta?

a) Sammakko voi suorittaa neljan loikan sarjan yli sadalla tavalla.

b) Ratkaisujen méédra on kahdeksalla jaollinen.

c) Ratkaisujen mééra on viidella jaollinen.

d) Sammakko voi suorittaa neljan loikan sarjan korkeintaan 80 tavalla.

7. Ratkaise Diofantoksen yhtalo
z? —y? = 2018

eli etsi kaikki kokonaislukuparit (x,y), jotka toteuttavat yo. yhté&lon.

8. Kuvassa on kaksi suorakulmaista kolmiota, joiden molempien lyhyempien kateettien
pituus on 1 ja suurempi teravista kulmista on 60 astetta. Maarita yhteinen pinta-ala.




Perussarjan monivalinnan

vastauslomake

Perussarjan monivalintatehtivien (6 ensimmdistd tehtdvdd) vastaukset palautetaan
talla lomakkeella; perinteisten tehtdvien 7 ja 8 ratkaisut voi kirjoittaa erillisille vas-
tausarkeille. Kussakin monivalintatehtdvdssa voi olla 0—4 oikeata vastausta. Merkitse
vastaavaan ruutuun 4+, jos vastaus on oikea, ja —, jos vastaus on vddard. QOikeasta mer-
kinndsta saa pisteen, vaarastd tai tulkinnanvaraisesta merkinnastd saa nolla pistetta.
Tehtavista 7 ja 8 maksimipistemddarda on 6.

Tyoaikaa on 120 minuuttia. Laskimet ja taulukkokirjat eivat ole sallittuja.
Kirjoita myos tehtavien 7 ja 8 vastauspapereihin selvasti tekstaten oma nimesi ja kou-
lusi.

Nimi :

Koulu :

Kotiosoite :

Sahkoposti :




Lukion matematiikkakilpailun
alkukilpailun valisarja

Tehtavia on kahdella sivulla; kolme ensimmaista tehtavaa on monivalintatehtavia,
joissa on 0—4 oikeata vastausta.

1. Aritmeettisessa lukujonossa on parillinen maaré jasenia. Jonon ensimmaéinen jésen
on 1. Jarjestysluvultaan parillisten jasenten summa on 210 ja jarjestysluvultaan parit-
tomien jasenten summa on 190. Talloin:

a) Jonossa on yhteensé 20 jésenta.

b) Kahden peréikkéisen jésenen erotus on 4.
c¢) Viimeinen jésen on 38.

d) Viimeinen jésen on 39.

2. Nelio kaantyy 45° keskipisteensa ympari, jolloin syntyy tdhden muotoinen
16-kulmio. 16-kulmion piirin suhde nelion piiriin on

a) alle 1,5. b) 4 — 2/2. c) 2+4\/§. d) 2\/_%

3. Luvut z ja y ovat positiivisia kokonaislukuja, ja luku 22 +432+41 on alkuluku, joka on
luvun 8zy + 2 tekija. Mitka seuraavista vaitteista valttaméatta pitavat paikkaansa?

a) Luku x on parillinen.

b) Luku 8xy + 2 on viidelld jaollinen.
8Ty + 2
22+ 49?2 +1

d) Luku y on parillinen.

c) Osaméaara on pienempi kuin nelja.



4. Oheiseen kuvaan, joka ei ole mittatarkka, on piirretty kolmio ABC ja muutamia
janoja. Lisaksi kuvaan merkityista kulmista tiedetaén, ettd § = 20°, v = 30°, § = 60°
ja e = 50°. Maarita kuvaan merkitty kulma ¢.

\
E

5. Etsi kaikki kokonaislukujen z ja y parit, joille patee

z? + 2y + 2z + y = 100.

6. Sanotaan 5 x 5-ruudukolla olevan wiisi rastia perakkdain, jos ne tayttavat kokonaisen
rivin, sarakkeen tai jommankumman halkaisijoista. Maarita pienin maara rasteja, joilla
voi tayttaa ruudukolle sellaisen asetelman, etta vaikka rasteista pyyhkisi minka tahansa
pois, niin ruudukolla on edelleen viisi rastia perakkain.



Valisarjan monivalinnan

vastauslomake

Vilisarjan monivalintatehtivien (3 ensimmdistd tehtdvdda) vastaukset palautetaan
talla lomakkeella; perinteisten tehtavien 4—6 ratkaisut voi kirjoittaa erillisille vastausar-
keille. Kussakin monivalintatehtavassa voi olla 0—4 otkeata vastausta. Merkitse vastaa-
vaan ruutuun —+, jos vastaus on oikea, ja —, jos vastaus on vadard. QOikeasta merkinndstd
saa pisteen, vaardsta tai tulkinnanvaraisesta merkinnasta saa nolla pistetta. Tehtdavista
4—-6 maksimipistemdaard on 6.

Tyoaikaa on 120 minuuttia. Laskimet ja taulukkokirjat eivat ole sallittuja.
Kirjoita myos tehtavien 4—6 vastauspapereihin selvasti tekstaten oma nimesi ja koulusi.

Nimi :

Koulu :

Kotiosoite :

Sahkoposti :




Lukion matematiikkakilpailun
alkukilpailun avoin sarja

1. Ratkaise Diofantoksen yhtalo
z? —y? = 2018

eli etsi kaikki kokonaislukuparit (z,y), jotka toteuttavat yo. yht&lon.

2. Olkoon ABC teravakulmainen kolmio ja d pisteen B etéisyys sivusta AC. Todista,
ettd |[AB| = |AC], jos ja vain jos kaikille sivun BC' pisteille D pétee, ettd d = dy + dq,
missd dy on pisteen D etaisyys sivusta AB ja dy sivusta AC.

3. Pyorean poydan aaressa istuu n ritaria. Jokaisella heistd on edessaan lamppu ja
katkaisinnappi. Kun ritari painaa nappia, ei ainoastaan hanen edessaan olevan lampun,
vaan myos kahden viereisen lampun tila muuttuu, ts. sammuksissa oleva lamppu syt-
tyy ja palava sammuu. Aluksi osa lampuista palaa ja osa on sammuksissa. Etsi kaikki
sellaiset kokonaisluvut n > 3, etta ritarit voivat jollakin katkaisinnappien painalluskom-
binaatiolla saada kaikki lamput sammuksiin riippumatta alkutilasta.

4. Olkoon f:R — R jatkuva funktio, jolle f(150) = 25 ja

f(z)+ f(2f(z)) =100

kaikilla reaaliluvuilla . Etsi kaikki luvun f(100) mahdolliset arvot.

Tyoaikaa on 120 minuuttia.

Laskimet ja taulukkokirjat eivat ole sallittuja.

Tee kukin tehtava omalle konseptiarkin sivulleen.
Merkitse koepaperiin selvasti tekstaten oma nimesi ja
yhteystietosi (koulun nimi, kotiosoite ja sdhkopostiosoite).



Gymnasiets matematiktavling
starttavlingens grundserie

Det finns uppgifter pa tva sidor; de sex forsta uppgifterna ar flervalsuppgifter © vilka det
finns 0—4 rdtta svar.

1. I slutet av ar 2017 var forhallandet mellan elevantalet i gymnasiet A och gymna-
siet B lika med a/b . Under ar 2017 hade elevantalet i gymnasiet A okat med 5 %
medan det i B 6kat med 10 %. I borjan av ar 2017 hade forhallandet mellan elevantalet
i gymnasium A och B varit

95a 105a 22a 19a
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2. Vad kan man siga om det exakta viirdet av uttrycket k3% — k% nir k?* = 16 och
k> 07

a) Uppgiften kan inte 16sas for svaret beror av virdet pa talen x och k.
b) Uttryckets vérde &r 56.

c¢) Uttryckets vérde &r 60.

d) Svaret ar ett irrationellt tal.

3. En kvadrat roterar 45° runt dess medelpunkt och da bildas en stjarnformig 16-
horning. Forhallandet mellan 16-horningens och kvadratens omkretsar &r

a) mindre #n 1,5 b) 4 —2v/2 c) 2+4\/§ d) 2@“

4. Vi studerar ekvationen
2¢ + a® — 3a

xr—1

:a/,

dar den obekanta z inte 4r 1 och a € R ar en konstant. Vad kan man siaga om l6sningarna
till ekvationen?

a) For lampliga virden pa parametern a kan ekvationen ha odndligt manga l6sningar.
b) Ekvationen gar inte att 16sa for alla véirden pa parametern a.

c¢) Ekvationen har alltid l6sningar oberoende av virdet pa parametern a.

d) Ekvationen har alltid tre 16sningar.

5. Tio (olika) linjer delar in ett plan i ett antal omraden och antalet kan variera
beroende pa hur linjerna ar ritade. Vilka av foljande kan vara mojliga antal av dessa
omraden?

a) 20 b) 9 c) 56 d) 32



6. En matematiskt stord groda gor i ett plan endast hopp med lingden v/5. Grodan
lider av ett talteoretiskt syndrom som gor att hoppen endast kan sluta i punkter vars
koordinater ar heltal. Grodan startar fran origo och atervéander till origo efter fyra
hopp. Pa hur manga siatt kan grodan gora en dylik serie pa fyra hopp? Vad kan vi sidga
om antalet 16sningar?

a) Grodan kan gora en serie med fyra hopp pa 6ver hundra satt.
b) Antalet l6sningar &r delbart med atta.

c) Antalet 16sningar dr delbart med fem.

d) Grodan kan gora en serie med fyra hopp pa hogst 80 sétt.

7. Los den Diofantiska ekvationen
z? —y? = 2018

dvs ta reda pa alla heltalspar (z,y) som satisfierar den ndmnda ekvationen.

8. Pa bilden finns tva ratvinkliga trianglar. I bada trianglarna ar den kortare katetens
langd 1 och den storre av de spetsiga vinklarna 60 grader. Bestam den gemensamma
arean.




Svarsblankett for flervals-
uppgifterna i grundserien

Grundseriens flervalsuppgifter (de 6 forsta uppgifterna) besvaras pa denna svarsblan-
kett. Svaren till de traditionella uppgifterna 7 och 8 kan skrivas pa egna konceptark.
Varje flervalsuppgift kan ha 0—4 rdtta svar. Beteckna med ett + om svaret dr rdtt och
med ett — om svaret dr fel i motsvarande ruta. Rdtt tecken ger en podang medan fel
tecken eller ett otydligt tecken ger noll poang. Mazimipoingen i uppgifterna 7 och 8
ar 6p.

Provtiden ar 120 minuter. Raknare och tabellb6cker ar inte tillatna. Skriv
aven pa svarspappren for uppgifterna 7 och 8 tydligt med textbokstiver ned ditt namn
och din skola.

Namn :

Skola :

Hemadress :

E-postadress :




Gymnasiets matematiktavling
starttavlingens mellanserie

Det finns uppgifter pa tva sidor; de tre forsta uppgifterna dr flervalsuppgifter i vilka det
finns 0—4 rdtta svar.

1. I en aritmetisk talfoljd finns ett jamnt antal element. Det forsta elementet ar 1.
Summan av de till ordningstalet jamna elementen ar 210 och summan av de till ord-
ningstalet udda elementen &r 190. Da

a) finns det totalt 20 element i talféljden.

b) &r differensen mellan tva pa varandra foljande element 4.
c) ar det sista elementet 38.

d) &r det sista elementet 39.

2. En kvadrat roterar 45° runt dess medelpunkt och da bildas en stjarnformig 16-
horning. Forhallandet mellan 16-horningens och kvadratens omkretsar &r

a) mindre #n 1,5  b) 4 — 2¢/2 ¢) 2+4\/§ d) 2@“

3. Talen = och y dr positiva heltal och talet z? 4+ 4y 4+ 1 ar ett primtal som &r en
faktor i talet 8xy + 2. Vilka av foljande pastaenden ar nodvandigtvis korrekta?

a) Talet x &r jamnt.

b) Talet 8xy + 2 ar delbart med fem.
8zy + 2
x? 4+ 492+ 1

d) Talet y &r jamnt.

c¢) Kvoten ar mindre &n fyra.

4. Ibilden (som inte &r métexakt) nedan har man ritat in en triangel ABC och nagra
strackor. Ytterligare vet vi om de betecknade vinklarna i figuren att g = 20°, v = 30°,
0 = 60° och € = 50°. Bestam vinkeln ¢ i figuren.




5. Ta reda pa alla heltalspar (z,y) for vilka géller att

z? + zy + 2z + y = 100.

6. Man siger att man, pa ett rutpapper med 5 x 5 rutor, har fem kryss ¢ foljd om
dessa fyller en hel rad, kolumn eller nagondera av diagonalerna. Bestdm det minsta
antalet kryss med vilka du kan fa till stand ett sadant lage pa rutpappret att fastan
man skulle avlagsna vilket kryss som helst sa skulle det fortfarande finnas fem kryss i
foljd pa rutpappret.



Svarsblankett for flervals-
uppgifterna i mellanserien

Mellanseriens flervalsuppgifter (de 3 forsta uppgifterna) besvaras pa denna svarsblan-
kett. Svaren till de traditionella uppgifterna 4—6 kan skrivas pa egna konceptark. Varje
flervalsuppgift kan ha 0-4 rdtta svar. Beteckna med ett + om svaret ar ratt och med ett
— om svaret ar fel i motsvarande ruta. Rdtt tecken ger en podng medan fel tecken eller
ett otydligt tecken ger noll podng. Maximipodangen i uppgifterna 4—6 dr 6p.

Provtiden ar 120 minuter. Raknare och tabellbocker ar inte tillatna. Skriv
aven pa svarspappren for uppgifterna 4—6 tydligt med textbokstdver ned ditt namn och
din skola.

Namn :

Skola :

Hemadress :

E-postadress :




Gymnasiets matematiktavling
starttavlingens oppna serie

1. Los den Diofantiska ekvationen
z? —y? = 2018

och ta reda pa alla heltalspar (x,y) som satisfierar den nimnda ekvationen.

2. Lat ABC vara en spetsvinklig triangel och anta att d ar avstandet mellan punkten
B och sidan AC. Bevisa att |[AB| = |AC| om och endast om det fér varje punkt D
pa sidan BC géller att d = dy + di nar dy ar avstandet mellan D och AB och d; ar
avstandet mellan D och AC.

3. Vid ett runt bord sitter n stycken riddare. Var och en av dem har en lampa och en
avbrytarknapp framfor sig. Nar en riddare trycker pa knappen éndras laget inte bara
pa hans egen lampa utan dven pa de tva bredvidliggande lamporna, dvs. en lampa som
ar slackt borjar lysa och en lampa som brinner slacks. I borjan ar vissa lampor slackta
medan andra lampor lyser. Bestdm alla sadana heltal n > 3 att riddarna med nagon
knapptryckningskombination kan slacka alla lampor oberoende av hur laget i borjan ser
ut.

4. Anta att f:R — R &r en kontinuerlig funktion foér vilken f(150) = 25 och

f(x)+ f(2f(z)) =100

for alla reella tal z. Bestdm alla méjliga varden for talet f(100).

Tavlingstiden ar 120 minuter.

Raknare och tabellbocker ar inte tillatna.

Utfor varje uppgift pa en skild sida i ett konceptark.
Texta ditt namn och dina kontaktuppgifter (skolans namn,
hemadress och e-postadress) tydligt pa provpapperet.



High School Mathematics Competition

First Round, Basic Level

The problems are on two pages; the first siz problems are multiple choice problems
with zero to four correct answers.

1. The ratio between number of pupils in high schools A and B was a/b at the end
of the year 2017. During the year 2017 the number of pupils in high school A had
increased by 5 % and the number of pupils in high school B by 10 %. At the end of the
year 2017, the ratio between the number of students was

95a 105a 22a 19a
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2. What can we say about the exact value of the expression k3 — k%, for k?* = 16
and k£ > 0.

a) The problem cannot be solved as the answer depends on the values of z and k.
b) Its value is 56.

c) Its value is 60.

d) Its value is an irrational number.

3. A square rotates 45° around its center forming a star-shaped hexadecagon (16-gon).
The ratio between the perimeter of the hexadecagon to the perimeter of the square is

a) less than 1,5 b) 4 — 2v/2 c) 2+4\/§ d) —2@“

4. Consider the equation

2¢ + a? — 3a
r—1

Y

where the unknown z is different from 1 and a € R is a constant. What can we say
about the number of solutions?
a) For a suitable parameter value a the equation can have infinitely many solutions.
b) For some parameter values a, the equation does not have a solution.
c¢) The equation always has solutions regardless of the value of a.
d) The equation always has three solutions.

5. Ten (distinct) lines divide a plane in different areas, the number of which can vary
depending on how the lines are drawn. The number of areas can be

a) 20. b) 9. c) 56. d) 32.



6. A mathematically disturbed frogs leaps on the plane. The length of every leap is
exactly v/5. Furthermore, the frog suffers from a number-theoretical syndrome, and
therefore it always lands in a point with integer coordinates. The frog starts in the
origin, and returns to the origin after four leaps. In how many ways can frog perform a
sequence of such four leaps? What can we say about the number of solutions?

a) The frog can perform the sequence in over one hundred different ways.
b) The number of solutions is divisible by eight.

c¢) The number of solutions is divisible by five.

d) The frog can perform the sequence in at most 80 different ways.

7. Solve the Diophantine equation
z? —y? = 2018

(that is, find all pairs (x,y) of integers satisfying the equation).

8. In the following figure, we have two right triangles. In both of them, the length of
the shorter catheti are 1 and the bigger ones of the sharp angles are equal to 60 degrees.
Determine the common area.




Basic Level Multiple Choice
Answer Sheet

The first siz problems are multiple choice problems. Their answers should be written
in the table below. Each multiple choice problem has 0 to 4 correct answers. Put a "+7”
to the appropriate square, if the answer is right and a "—7 if the answer is wrong. All
correct marks give one point and incorrect or unintelligible marks give zero points. The
answers to problems 7 and 8 can be written on a separate paper. For each of these
problems, a maximum of 6 points is given.

The time allowed is 120 minutes. The use of calculators and tables are not
allowed. Please write your name and school with block letters on every paper you
return.

Name :

School :

Home address :

Email :




High School Mathematics Competition

First Round, Intermediate Level

The problems are on two pages; the first three problems are multiple choice problems
with zero to four correct answers.

1. An arithmetic sequence has an even number of terms. The first term (the term
with index 1) is 1. The sum of the terms with even indices is 210 and the sum of the
terms with odd indices is 190. Then:

a) The sequence has in total 20 terms.

b) The difference between two consecutive terms is 4.
c¢) The last term is 38.

d) The last term is 39.

2. A square rotates 45° around its centre forming a star-shaped hexadecagon (16-gon).
The ratio between the perimeter of the hexadecagon to the perimeter of the square is

a) less than 1.5.  b) 4 — 2¢/2. c) 2+4\/§. d) 2\/_%

3. Assume that = and y are positive integers and that x2 + 4y2 + 1 is a prime which
divides 8xy + 2. Which of the following claims are true?

a) We know that z is even.

b) We know that 8zy + 2 is divisible by five.
8xy + 2
22 +4y? +1

d) We know that y is even.

c¢) The quotient is smaller than four.



4. In the following figure, the triangle ABC and some lines have been drawn but the
lengths of these are not necessarily accurate or up to scale in the figure. Furthermore,
we know that S = 20°, v = 30°, 6 = 60° and € = 50°. Determine the angle ¢.

\
E

5. Find all pairs of integers x and y satisfying the equation

z? + 2y + 2z + y = 100.

6. We say that a 5 x5 board has five consecutive crosses, if these crosses fill a full line,
column, or one of the two diagonals. Determine the smallest possible number of crosses
that can be put on the board in such a way that even if one of the crosses is wiped out,
the remaining crosses still have some five consecutive crosses.



Intermediate Level Multiple Choice

Answer Sheet

The first three problems are multiple choice problems. Their answers should be
written in the table below. FEach multiple choice problem has 0 to 4 correct answers.
Put a 7+7 to the appropriate square, if the answer is right and a ”—7 if the answer is
wrong. All correct marks give one point and incorrect or unintelligible marks give zero
points. The answers to problems 4 to 6 can be written on a separate paper. For each of
these problems, a mazximum of 6 points is given.

The time allowed s 120 minutes. Calculators and tables are not allowed.
Please write your name and school with block letters on every paper you return.

Name :

School :

Home address :

Email :




High School Mathematics Competition
First Round, Open Level

1. Solve the Diophantine equation
z? —y? = 2018

(that is, find all pairs (x,y) of integers satisfying the equation).

2. Let ABC be an acute triangle and assume that d is the distance between B and
AC'. Prove that |AB| = |AC| if and only if for every point D on the side BC, we have
d = do + d1 where dg is the distance between D and AB and d; is the distance between
D and AC.

3. Let us consider n knights sitting around a round table. Everyone of them has a
light and a light switch in front of them. When a knight presses the switch, it doesn’t
only affect his own light but also the lights of the knigths sitting next to him: if a light
has been turned off, it will become turned on, and if it has been turned on, it will be
turned off. In the beginning some lights are turned on and some of them are turned off.
Find all integers n > 3 such that regardless of the initial state of the lights, the knights
can turn off all the lights by a suitable combination of using the switches.

4. Assume f:R — R is a continuous function satisfying the conditions f(150) = 25
och

f(z)+ f(2f(z)) =100

for all real numbers z. Find all possible values of f(100).

Tyoaikaa on 120 minuuttia.

Laskimet ja taulukkokirjat eivat ole sallittuja.

Tee kukin tehtava omalle konseptiarkin sivulleen.
Merkitse koepaperiin selvasti tekstaten oma nimesi ja
yhteystietosi (koulun nimi, kotiosoite ja sdhkopostiosoite).



Lukion matematiikkakilpailun
alkukilpailun ratkaisut

Perussarjan monivalintatehtavat

4. L+ |+ | - | -
5. |+ | - | + | +
6. | + | + | - | -

P1. Merkitaan lukion A oppilasméarad vuoden 2017 alussa z:11a ja lukion B oppi-
lasmaaraa y:11a. Vuoden 2017 lopussa oppilasméaarat ovat siis a = 1,052 ja b = 1,10y,
mista saadaan vuoden 2017 alun oppilasméaarien suhteeksi

r a/1,05 1,10a  22a

y  b/1,10 1,05  21b°

Siis kohta c¢ on oikein, ja muut vaarin, koska niissd annetut vastaukset eivit ole yhta
suuria oikean vastauksen kanssa.

P2. Koska k?* = 16 ja k > 0, niin

k3T — kT = (k%)% — (k?*)Y/2 = 16%/2 — 16Y/% = 16V/16 — V16 = 16 - 4 — 4 = 60.



Siis kohta c on oikein. Sen sijaan muut kohdat ovat vaarin, silla 60 # 56 on rationaali-
luku, ja vastaus on riippumatoman lukujen k ja x arvoista, kunhan oletukset patevét.

P3. Koska kaikki kuvatulla tavalla 16-kulmiot ovat yhdenmuotoisia, voidaan olettaa,
ettd alkuperdisen nelion kérjet ovat pisteissd A = (—1,—-1), B = (1,-1), C = (1,1) ja
D = (—1,1). Koska nelion ABC D livist#jin pituus on 2v/2 ja kierretyn nelion lavistéjit
ovat koordinaattiakseleilla origon suhteen symmetrisesti, kierretyn nelion EFGH karjet
ovat siis F = (v/2,0), F = (0,v/2), G = (=v2,0) ja H = (0,—+/2). Edelleen
huomataan, ettd syntyvan 16-kulmion kaikki sivut ovat yhta pitkia, vaikka se ei ole
saannollinen, silla 16-kulmion on symmetrinen 45° asteen kierron suhteen.

G
D C
L
H F
A B
E

Lasketaan nelididen sivujen BC' ja F'G leikkauspisteen L koordinaatit. Koska B =
(1,—1) ja C = (1,1), niin L = (1,y). Toisaalta sivulla F'G koordinaattien summa on
V2, joten y = v/2 — 1. Tésté seuraa, ettd 16-kulmion sivun pituus on

LO| = -yl=1-(V2-1)=2- V2.

Piirien suhde on siis

%‘2@:2-(2—\@):4—2\6,

Toisaalta

4 4-2-v2)  4-2-v2) _4-2-v2) o
hVE EVBE-VE | moyE | A2 YD

joten kohdat b ja ¢ ovat molemmat oikein. Toisaalta 4—2v2 < 4—2.1,4=4-28 =1,2,
joten myos kohta a on oikein. Sen sijaan LSH > % = 1,5, joten kohta d on vaarin.

P4. Kun z # 1, niin

2¢ + a? — 3a

| =a < 2r+a*-3a=a(r—1)=ar —a
m_

— (2-a)x+a*-2a=0 <= (2—a)(zx—a)=0.



Jos a = 2, niin yhtalo supistuu identtisesti todeksi yhtaloksi, joten vaihtoehto a on
oikein. Jos a # 2, niin (2 —a)(x —a) =0 <= z = a, mutta koska x # 1, niin yhtélolle
ei jaa ratkaisuja, kun a = 1. Siis kohta b on oikein. Vaihtoehdot c ja d ovat ristiriidassa
kohdan b kanssa, joten ne ovat vaarin.

P5. Olkoon m(k) pienin mahdollinen mééré alueita ja M (k) suurin mahdollinen mééré
alueita, jotka syntyvét, kun k suoraa jakaa tason alueisiin. Selvésti m(1) = M (1) = 2.
Jokainen lisatty suora lisda alueiden maaraa vahintaan yhdelld ja enintdan k + 1:lla,
misséd k on tasoon alemmin piirrettyjen suorien mééra, ts. m(k + 1) = m(k) + 1 ja
M(k+1) = M(k)+k+1. Jalkimmaisen rekursiokaavan voi paatelld niin, etté lisattavalla
suoralla on korkeintaan £ leikkauspistetta aiemmin piirrettyjen suorien kanssa, joten
alemmat suorat jakavat uuden suoran korkeintaan k + 1:ksi janaksi ja puolisuoraksi,
jotka ovat uusien alueiden reunoja. Erityisesti saadaan

9
m(10) =m(1) +9=2+9 =11 ja M(10) = M(1)+ > (k+1)=2+9-6 = 56.
k=1

Vaihtoehto c on siis oikein ja b vaarin.

Koska 11 < 20 < 32 < 56, taytyy erikseen tutkia, voidaanko kymmenen suoraa
asetella sopivalla tavalla niin, ettd alueiden maaraksi tulee 20 tai 32. Molemmat osoit-
tautuvat mahdollisiksi. 20 aluetta saadaan niin, ettd 9 yhdensuuntaista suoraa jakaa
tason ensin 10 osaan ja yksi erisuuntainen puolittaa alueet.

Vastaavasti 32 = 4 - 8, mika maara alueita saadaan, kun 7 yhdensuuntaista suoraa
jakaa ensin tason 8 osaan ja sen jalkeen 3 naiden kanssa erisuuntaista, mutta keskendan
samansuuntaista suoraa jakaa kunkin osan neljaan alueeseen.




Vaihtoehdot a ja d ovat siis oikein.

P6. Kahden loikan jilkeen sammakko on pisteessi (z,y), jolle x + y on parillinen ja
Va2 +y2 < 25 eli 22 + 92 < 20. Tillaiset pisteet ovat kaikki nelion [—4, 4] x [4,4]
sisalla, mutta eivat ole ao. nelion karkia. Huomataan, etta naita pisteita on

[92/2] —4 =37

kappaletta. Tarkastellaan ensin eri kahden loikan tapauksia.

X X X X
® ® x ® ®
X X X X
X X X X X
X X X X

®

X

® x ©

a) Jos (z,y) = (£4,£2) tai (z,y) = (£2, +4), niin sammakko péésee pisteeseen (z,y)
kahdella loikalla vain yhdelld tavalla. N&itd pisteitd (merkitty kuvassa siniselld
ympyralld O) on 8 kappaletta.

b) Sammakko ei itse asiassa péadse kahdella loikalla lainkaan pisteisiin (£2,+2), joita
on nelja kappaletta (kuvassa (). Kaikkiin muihin 33 pisteeseen sammakko piisee.

¢) Sammakko pystyy yhdelld loikalla siirtyméaéan kahdeksaan eri pisteeseen, ja padsee
tietenkin misté tahansa niistd palaamaan origoon (kuvassa

d) Jos (z,y) on jokin muu kahdella loikalla tavoitettavissa oleva piste, niin sen voi
tavoittaa kahdella eri tavalla, silli origo- ja (x,v)-keskiset, v/5-siiteiset ympyrit
leikkaavat kahdessa pisteessa.
Kahdella viimeisella loikalla sammakko joutuu palaamaan takaisin siita pisteesta,

mihin se joutui kahdella ensimmaiselld, ja paluutuplaloikka on samassa tapauskatego-
riassa kuin menotuplaloikka. Siten erilaisia neljan loikan sarjoja on

8-124+1-8 +(37-12—-1)-22 =8+ 64 +24-4=168.

Koska 80 < 100 < 168, niin kohta a on oikein ja d vééarin. 168 = 21 - 8, joten 8 | 168,
mutta selvésti 51 168. Siis b on oikein ja ¢ vaérin.

Perussarjan perinteiset tehtavat

P7. Koska 22 — 4% = (x + y)(x — y), niin yhtélon 22 — y? = 2018 ratkaisut saataisiin
sopivasta kokonaisluvun 2018 tekijoihinjaosta. Oletetaan, ettd ndméa kokonaisluvut oli-
sivat a ja b eli 2018 = ab, ja jollekin ratkaisulle patisi x +y = a ja x —y = b. Talloin



2 = (x +y)+ (xr —y) = a + b, joten tekijoéihinjaossa tekijéiden summan pitéisi olla
parillinen. Kuitenkin luvun 2018 alkutekijaesitys on 2018 = 2-1009, joten missi tahansa
tekijoihinjaossa toinen tekija on parillinen ja toinen pariton. Siis Diofantoksen yhtalolla
ei ole ratkaisua.

P8. Tehtavan kuviossa on kaksi ns. koululaisen kolmiota, jotka saadaan puolittamalla
tasasivuinen kolmio pitkin keskijanaa. Siis pienemman kateetin pituus on 1, hypote-
nuusan 2 ja suuremman kateetin v/22 — 12 = /3. Piirretééin kolmiot koordinaatistoon,
yhteinen suora kulma origoon.

(—1,0) (0,0)

Tehtavassa kysytaan kuvan syaaninvarisen nelikulmion pinta-alaa; selvitetaan ratkaisua
varten nelikulmion neljannenkin karjen koordinaatit.
Hypotenuusojen yhtalot ovat

y=\/§x+\/§
y=,5+10L

silla kulmakertoimet ovat kateettien suhteiden mukaiset ja hypotenuusat paattyvat y-
akselille tunnettuihin pisteisiin. Hypotenuusojen leikkauspisteen x-koordinaatiksi saa-

daan .
V3z+V3=—"2+1,
V3

1-v3  V3-3
— — = .
Vi— 2
Symmetrian avulla (tai yhtaléihin sijoittamalla) saadaan y-koordinaatiksi

_3-3
==

eli

Y



Merkitadn selvitettdvaa pinta-alaa A:lla. Kummankin koululaisen kolmion pinta-
alaonl- \/§/2 = \/5/2, joten koko kuvion pinta-ala on V3 — A. Toisaalta alemman
sinipunaisen kolmion z-akselilla sijaitsevan kannan pituus on v/3 — 1 ja sitd vastaava
korkeus nelikulmion neljinnen kiirjen y-koordinaatti eli (3 — 1/3)/2. Siis sinipunaisen
kolmion pinta-ala on

%(\/3—1)-3_7‘/§> = ?(\/3—1)2: ?(4—2\/3): %(2\@—3).

Kuvion pinta-ala taman avulla laskettuna on
23 — 3+ A,

mista saadaan yhtalo

1%

V3-A=2V3-3+A4 < 3-V3=24 <— A=

Vastaus: Yhteinen pinta-ala on (3 — v/3)/2.



Valisarjan monivalintatehtavat

3.+ | - |+ | -

V1. Merkitaan aritmeettisen jonon perakkaisten jasenten erotusta d:lla ja jasenten lu-
kumaaraa 2k:1la, missa k € Z . Jarjestysluvultaan parittomista jasenista ensimmainen
on 1 ja viimeinen 1 + (2k — 2)d, parillista jarjestyslukua olevilla ndmé& ovat vastaavasti
1+djal+ (2k —1)d. Tiedetdén, etta

1+ (1+ (2k —2)d)
2

(14d) + (14 (2k — 1)d)

k-
2

=190 ja k-

= 210,

mista seuraa

2():210—1902k-(1+d)+(12+(2k_1)d>—k~1+(1+(22k_2>d) :k-yzkd.

Siis 210 =k - (1+d)+(1;(2k_1)d) = k(1 + kd) = k- 21, joten k = 10 ja d = 2. Jonossa on
siis 2k = 20 jasentd (kohta a on oikein), mutta perdkkéisten erotus on vain 2 (kohta b
véarin). Lukujonon viimeinen jésen on 1+ (2k —1)d = 1+19-2 = 39, joten ¢ on véirin
ja d oikein.

V2=P3.

V3. Luku 8zy + 2 = 2(4zy + 1) on aina parillinen ja yhdistetty luku, silld 4zy +1 > 1.
Siis 22 + 49y + 1 < S8xy + 2, koska luku 22 + 4y? + 1 on alkuluku. Luvun 8S8zy + 2
suurin tekija on luonnollisesti 8zy + 2, ja toiseksi isoin on (8xy +2)/2 = 4xy + 1. Siispé
22 + 492 + 1 < 4ay + 1. Tisti seuraa

(x —2y)* = 2% — 4oy + 49> < 0.

Koska nelié (z — 2y)2 on suurempi tai yhta suuri kuin nolla, on itse asiassa oltava
(x — 2y)? = 0, eli # = 2y. Siten luku z on parillinen ja a)-kohta tosi. Ja c¢)-kohdan
osamaara on

8y + 2 _16y2+2_2
2+ 42 +1 0 8P+l

b

ja koska 2 < 4, on myds c¢)-kohta varmasti tosi.



Toisaalta, jos valitaan vaikkapa x = 6 ja y = 3, niin luku
2? +4y* +1=173

on alkuluku ja luku
8ry+2=146 =273

on jaollinen luvulla 22 4 4y + 1, eli timi lukupari toteuttaa tehtidvinannon ehdot.
Koska luku 3 ei ole parillinen, eikd luku 146 viidella jaollinen, eivit kohdat b) ja d)
valttamatta pida paikkaansa.

Valisarjan perinteiset tehtavat

V4.
Alla on tehtavasta mittatarkka kuva.

Huomataan, ettd kuvaan liittyvista kolmioista ABC, BCF ja EAB ovat tasakylkisia
(huippu mainittu ensin), silld

SBCF =€ =50° = 180° — 80° — 50° = 180° — (8 + 0) — ¢ = ¥CFB

{<IABC:B+5:20°+60°:80°:50°+30°:e+’y=<IBCA
JEAB = 4CAB =180° —2-80° =20° = 8 = 4<ABE.

Erityisesti |AB| = |AC|, |BC| = |BF| ja |AE| = |BE|. Otetaan vield kdytto6n apu-
piste, joka sijaitsee sivulla AC niin, ettd kolmio BC'G on myo0s tasakylkinen ja B sen
huippu.

B




Koska ¥GBC = 180° -2xBCG = 180° =24 BCA = 180° —2-80° = 20°, niin < F'BG =
JFBC — 4<GBC = f+§ — 20° = 60°. Koska liséksi |BF| = |BC| = | BG|, niin kolmio
BGF on tasasivuinen ja siten |[FG| = |BF| = | BG|. Kun huomataan viela, ettd kolmio
GEB on my0s tasakylkinen (SGEB = 180° — YAEB = 180° — (180°2 - 20°) = 40° ja
samoin I EBG = 4 EBC—9GBC = §—20° = 40°), niin saadaan |EG| = |BG| = |FG],
joten kolmio GE'F on tasakylkinen. Tésta seuraa SGEF = (180° — 40°)/2 = 70°. Siis
¢ = SGEF — 3GEB = 70° — 40° = 30°.

Vastaus: ¢ = 30°.

V5. Yhtalo voidaan sieventad ensin muotoon
2?4+ 22+ 1+ (x+1)y = 101,

ja sitten muotoon
(z+1)° + (z+ 1)y = 101,

ja edelleen muotoon
(x+1)(z+1+y)=101.

Luku 101 on alkuluku, ja vasemman puolen molemmat tekijat ovat kokonaislukuja.
Siten kokonaisluvut x ja y toteuttavat alkuperéisen yhtéalon tasmalleen silloin, kun jokin
seuraavista patee:

{x+1:—101 . {x+1:—1
tal

r+1+y=-1 z+1+4+y=-101
tai

r+1=1 tai rz+1=101

z+1+y=101 " Vz+l+y=1

Jokaisella naista yhtalopareista on yksikésitteinen kokonaislukuratkaisu. Kun nama
yhtaloparit ratkaisee, saamme tulokseksi, ettda kokonaisluvut x ja y ratkaisevat alku-
peraisen yhtalon tasmalleen silloin kun

r = —102 tai =2 tai z=20 tai xz = 100
y=10 "M Yy=-100 "M Yy=100 " |y=-100.

V6. Kymmenen rastia riittaa, silla nailla ruudukosta voidaan tayttaa kaksi rivia, ja
yvhden rastin poistaminen jattaa aina yhden kokonaisen rivin. Tarkastellaan toisaalta
tapausta, jossa rasteja on korkeintaan yhdeksan. Jos asetelmassa on vain kerran viisi
rastia perakkéin, niin niista voi sopivan rastin pyyhkimalla saada aikaan lopputuloksen,
jossa ei ole rasteja perakkain. Viela triviaalimpi on tilanne, jossa alun perinkaan ei
ole viitta rastia perdkkain. Oletetaan siis, ettd asetelmassa olisi ainakin kaksi viiden
perakkaisen suoraa. Naiden on pakko leikata, silla muuten rasteja olisi valmiiksi kym-
menen. Kahdessa viiden suorassa on siis rasteja yhteensa 5+ 5 — 1 = 9, joten muita
rasteja ei voi olla. Siis pyyhkimalla leikkausrasti saadaan kaikki viiden perakkaiset
suorat poistettua. Siis yhdeksén rastia ei riité.

Vastaus: Kymmenen rastia riittaa ja tarvitaan.



Avoin sarja

Al1=P7.

A2. Olkoon ABC terdvakylkinen kolmio, d pisteen B etdisyys sivusta AC, D sivun
BC piste, dy pisteen D etaisyys sivusta AC ja dy sivusta AB. Esimerkkikuva on
tasakylkinen, etaisyys d on merkitty sinisella seka etaisyydet dg ja dy syaanilla.

A

Huomataan, ettd jana AD jakaa kolmion ABC' kolmioihin ABD ja ADC. Lasketaan
kolmion ABC' pinta-ala kahdella tavalla, toisaalta vetoamalla siihen, ettd d on sivun
AC vastainen korkeus, toisaalta laskemalla pinta-ala pikkukolmioiden pinta-alojen sum-
mana. Saadaan

d do dy
—|AC| = —=|AB|+ —|AC|.
Yact = ©1ap+ & acy

Jos |AB| = |AC|, niin tdmé& yht&lo supistuu muotoon d = dy+d;. Jos taas |AB| < |AC|
ja D # B, niin
do

d _do dy
§|AC| =5 |AB| + 5 |AC| < (2

di

— | |JAC
mistd seuraa d < do + di. Jéljelle jadvissd vaihtoehdossa |AB| > |AC| ja D # B
saadaan vastaavasti d > do + dy. Siis kun |AB| # |AC|, niin my6s d # dy + dy
riippumatta pisteestd D, kunhan D # B. O

A3. Ritarit saavat joka lahtotilanteesta kaikki lamput sammutettua, paitsi jos 3 | n.
Tarkastellaan katkaisimien painallusjonojoa. Ensimmainen huomio on, etta jokai-
sen lampun kannalta vain silla, onko sen laheisyydessa olevia kolmea katkaisinta pai-
nettu parittoman vain parillisen monta kertaa, on merkitysta. Tama myos merkitsee,
ettd minkaan ritarin ei kannata painaa katkaisintaan kuin korkeintaan kerran. Oletetaan
jatkossa, ettei kukaan ritareista siis paina nappiaan kahdesti tai useammin. Painallusten
jarjestyksella ei myoskaan ole valia, joten tarkasteltavana on 2" erilaista painallusyhdis-
telmaa. Huomattakoon, etta lamppujen erilaisia aloitustiloja on myos 2". Tarkastellaan



kahta tapausta sen mukaan, onko n jaollinen kolmella. Indeksoidaan ritarit syklisesti
modulo kolme.

a) Oletetaan, ettd 3 | n. Jos kaikki lamput ovat aluksi poissa paaltéd, niin on rita-
rien tehtavalla on triviaali ratkaisu, nimittain olla painamatta mitaan katkaisinta.
On kuitenkin my6s epéatriviaali ratkaisu, nimittédin ensin kaikki ritarit, jotka on in-
deksoity kolmella jaollisilla luvilla, painavat katkaisinta, jolloin kaikki lamput syt-
tyvét. Sen jilkeen kaikki indeksejd k = 1 (mod 3) olevat ritarit tekevét saman,
ja lamput sammuvat. Koska yhteen alkuasetelmista on ainakin kaksi ratkaisua ja
alkutiloja on yhta monta kuin tarkasteltavia oleellisesti erilaisia painallusjonoja,
niin kaikkia alkutiloja ei pystyta ratkaisemaan.

b) Oletetaan, ettd n Z 0 (mod 3). Riittdd osoittaa, ettd jos kaikki lamput ovat
aluksia sammuksissa, niin ritarit pystyvat sytyttdmaan minka tahansa yksittaisen
lamput. Voidaan olettaa, ettd tama on lamppu 2. Kun ritarit 1 ja 2 painavat
katkaisintaan, niin lamput 0 ja 3 jaavat paalle ja muut ovat sammuksissa. Vastaa-
vasti jokaisella kokonaisluvulla £ on mahdollista vaihtaa lamppujen 3k ja 3k + 3
tila (muiden pysyessd ennallaan), joten induktiolla paéstaan tilaan, jossa lamput 0
ja 3k ovat padlld ja muut sammuksissa. Koska syt(n,3) = 1, kokonaisluku k& voi-
daan valita niin, ettd 3k =1 (mod n). T&lld luvun k valinnalla padstdén tilaan,
jossa lamput 0 ja 1 ovat paalla ja muut sammuksissa. Kun ritari 1 nyt painaa
katkaisintaan, niin vain lamppu 2 on paalla.

A4.
Funktio f: R — R,

F(z) = 100 — g

toteuttaa tehtdvanannon ehdot, silld se on polynomina jatkuva, ja sille patee f(150) =
100 — 150/2 = 100 — 75 = 25 ja

f(2) + F(2f(x)) = 100 — 5 + 100 - % (2- (100-3))

x x
:100—54—100—1004—5:100,

kun z € R. Siten luvun f(100) yksi mahdollinen arvo on 100 — 100/2 = 100 — 50 = 50.
Olkoon sitten f mika tahansa tehtavdnannon ehdot toteuttava funktio. Koska

£(50) = f(2-25) = £(2f(150)) = 100 — £(150) = 100 — 25 = 75,

saa f molemmat arvoista 25 ja 75. Jatkuvana funktiona sen taytyy myos saada arvo 50
jossakin pisteessid a € |50, 150[. Nyt

F(100) = f(2-50) = f(2f(a)) = 100 — f(a) = 100 — 50 = 50.

Siis luvun f(100) ainoa mahdollinen arvo on 50.

Vastaus: 50 on ainoa mahdollinen luvun f(100) arvo.
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