Lukion matematiikkakilpailun

alkukilpailun ratkaisut

Perussarja

P1. Merkitaan p:1la paidan ja h:lla housujen hankintahintaa seka m:lla naiden yhteista
myyntihintaa. Tiedetaan, etta
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Siis kulut tuotteista olivat suuremmat kuin saatu hinta, joten kauppias karsi tappiota
kaupasta.

P2. 21000 — 92500 — (22)500 — 4500 5500 _ 52250 _ (52)250 — 95250 97250 _
(33)250 = 33250 — 3750 joten luvuista pienin on 2'°°0 keskimmdinen 5°°° ja suurin
3750

P3. Tehtavan monikulmio olkoon Py Ps - -- P;o, jossa karjet on lueteltu niin, etta pa-
rittomilla ¢ karkead P; vastaava kulma on 60°. Merkitaan myos Py = Pio, P_1 =
Py; jne. Kolmio P;_1P;P;;; on tasasivuinen, jonka sivu on s, silld s = |P,_1P;| =
|P;Piy1| ja £P;_1P;P;y; = 60°, kun i € {1,3,5,7,9,11}. Téstd seuraa, ettd kuusikul-
mion Py P Py Pg P3Py kaikkien sivujen pituus on s. Toisaalta parillisilla i € {0,2,4,6,8,10}
saadaan

AP, 3PiPyys = AP;_\P,Py1 — APy 1 PiPiyo— AP P;P;_5 = 240° — 60° — 60° = 120°.



Koska kaikki kuusikulmion Py P, Py Ps P Py sivut ja kulmat ovat yhta suuria, niin kuusi-
kulmio on saannollinen. Se siis jakautuu kuudeksi tasasivuiseksi kolmioksi, joiden sivu-
jen pituus on s.
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Koska kunkin tasasivuisen kolmion pinta-ala kuviossa on i 8\2/_/ _ ;/_, niin 12-

kulmion pinta-ala on
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P4. Piirretdan puhevileista verkko: R
C F
H B
A
E G

Ministerit £ ja G eivat kuule juorua ensimmaisend eivatka viimeisend ja ovat vain
kahden ministerin kanssa puhevaleissi, joten E on kuullut juorun A:lta tai H:lta ja
kertoo sen edelleen H:lle tai A:lle, kun taas G' on kuullut juorun A:lta tai B:lta ja kertoo
sen edelleen B:lle tai A:lle. Naista viidesta ministerista juorun on kuullut ensimmaisena
siis joko B tai H. Edellisessa tapauksessa B on kuullut juorun R:lta H:n kautta ja D
taas H:ta C:n vialitykselld, jalkimmaisessa tapauksessa taas H on R:lta C:n kautta ja
D B:lta F:n valityksella. R R

E G E G
Molemmissa tapauksissa A on kuullut juorun neljantena.



Valisarja

V1. Merkitaan kettujen osuutta z:114. Janiksien osuus on siis 1 —z ja naista 20% luulee
olevansa kettuja. Ketuista taas vain 90% tietdé olevansa kettuja. Haastattelututkimuk-

sen mukaan
(1-2)-02+4+2-09=0,5

0,7 =10,3
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V2. Merkitaan ison nelion sivun pituutta s:1la ja puoliympyran sadetta r:11a. Talloin
Pythagoraan lauseen mukaan toisaalta
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silla s > 0. Isomman nelion sivun pituus on siten 8.

V3. Ensimmiinen oppilas ratkaisi itse asiassa yhtalon z? + b*z + ¢ = 0 ja toinen
yhtélon 22 + bz + ¢* = 0, missa b* # b ja ¢* # c. Ensimmaiisen oppilaan yhtilon juurien
tulo on

2-3=c

ja toisen oppilaan yhtalon juurien summa on
2+5=—b.
Siis b = —7 ja ¢ = 6, joten alkuperainen ratkaistava yhtalo oli
22— Tr+6=0 < (z—1)(r—-6)=0 < z=1Vzr=6.
Oikeat juuret olivat siis 1 ja 6.

Huomautus: Tehtavan voi tietenkin ratkaista tuntematta juurten summaa ja
tuloa sijoittamalla ratkaisut takaisin yhtaloihin. Nain saadaan neljan yhtalon ryhma

44+2b*+c=0
94+3b*4+c=0
44+20+c*=0

254+ 5b+c* =0,



josta kertoimet b ja c saa myos selville.

V4. Tapa 1: Kun k € Z,, yhtalolla z + y = k on selvasti £k — 1 positiivista kokonais-
lukuratkaisua. Koska =z + y + 2z = 2007 <= x + y = 2007 — z, niin tehtavan yhtalolla
on siis 2006 — m ratkaisua jokaista z = m kohti, missa m € Z, 1 < m < 2006. Siis
kaikkiaan ratkaisuja on

2006
1+ 2005
> (2006 — m) = 2005 + 2004 + - - - + 1 = 2005 - <+T> = 2011015

m=1

kappaletta.

Tapa 2: v+y+2=2007 <= (v —1)+(y—1)+ (2 —1) = 2004 ja jalkimméinen
yhtalo kuvaa tunnettua kombinatorista tilannetta, miten 2004 omenaa voidaan jakaa
kolmen lapsen kesken. Jako voidaan tehda niin, ettd omenat asetetaan riviin ja nii-
den valille asetetaan kaksi keppia jakomerkeiksi. Yhteensa omenoita ja keppeja varten
tarvitaan 2006 paikka, joista siis keppien paikat voi valita

= —— =2011015
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<2006> 2006 - 2005
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tavalla.

Avoin sarja

A1l. Paras tapa asettaa sarmio puolipallon sisdan on niin, etta pohjat tulevat vastakkain
ja pohjien keskipisteet yhtyvat. Sarmion pohjan keskipisteen etaisyys ylakarjesta on

V(12m/2)2 + (14 m/2)2 + (5m)?2 = V62 + 72 +52m =110 m ~ 10,5 m.

Siis myos pienimman sopivan pallon sade on 110 m =~ 10,5 m.

A2. Tarkasteltava luku on esitetty aritmeettisena summana, jossa yhteenlaskettavien
keskiarvo on ((k +19) + (19% + 1))/2 = 10k + 10 ja yhteenlaskettavia on 19 kappaletta.
Siis luku on 19-(10k+410) = 190-(k+1). Jotta tama olisi neli6luku, on jokaisen alkuluvun
esiinnyttava luvun alkutekijaesityksessa parillisen monta kertaa. Koska 190 = 2-5-19,
on lukujen 2, 5 ja 19 myo0s jaettava k + 1, joten £+ 1 > 190 eli £ > 189. Toisaalta kun
k = 189, niin 190 - (k + 1) = 1902 eli nelidluku. Pienin tehtdvan ehdon toteuttava k on
sis k = 189.

A3. Kunkin pikkukolmion sivuista yksi on kolmion A sivusta osa ja kaksi muuta
kolmion A muiden sivujen kanssa yhdensuuntaisia. Kaikki tarkasteltavat kolmiot ovat
siis yhdenmuotoisia. Olkoon yksi kolmion A sivuista a seka a1, as ja ag vastaavat
pikkukolmioiden sivut. Yhdenmuotoisuudesta seuraa, etta
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Olkoot @ ja R sivun a paatepisteet. Merkitaan sivujen ja pisteen P kautta kulkevien
suorien leikkauspisteita kuten kuvassa.
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Talloin QQ3PQ1 ja R3RRoP ovat suunnikkaita, joten |QQs| = aq ja |R3R| = ag. Siis

a=|QR| = |QQs| + |Q3R3| + |R3R| = a1 + a3z + a2 = a1 + a2 + as,
mista nelioon korottamalla ja edellista verrantoa kayttamalla seuraa

a’? = a% + a% + a% + 2a1a9 + 2a1a3 + 2a9a3

=AA = A1+ Ao+ A3+ 24/ A1 A5 + 24/ A1A3 + 24/ A2 As.

A4. Huomataan, ettd 2007 = 9-223, joten kaikilla n € N pétee 9 | 2007n. Toisaalta yh-
deksalla jaollisuutta koskevan saannon mukaan luku on jaollinen yhdeksalla tasmalleen
silloin, kun sen numeroiden summa on jaollinen yhdelld, joten jaollisuudesta 9 | 2007n
seuraa 9 | f(n). Siis kuvauksen f arvot ovat yhdeksilld jaollisia. Toisaalta f(0) = 0,
f(1) on luvun 2007 numeroiden summa eli 2+0+0+7 = 9, f(10001) on luvun 20 072 007
numeroiden summa eli 24+0+0+74+2+0+0+7 =18 =2-9, f(100010001) on
luvun 200720 072 007 numeroiden summa eli 3+ (2+ 0+ 04 7) = 3-9 ja yleisesti

m—1
=0

silld luvussa

m—1 m—1 m—1
2007 Y 10" =2 1043 47 " 10* = 20072007 - - - 2007
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m toistoa

esiintyy nollien lisiksi m kakkosta ja seitsemad. Siis kuvauksen f arvojoukko on {9n |
n € N}.



