Lukion matematiikkakilpailun

alkukilpailun perussarja

1. Pinnalta punaiseksi maalattu 3 x 3 x 3-kuutio jaetaan 27:ksi samankokoiseksi kuu-
tioksi. Miké osuus 27 pikkukuution kokonaispinta-alasta on punaiseksi maalattu?

2. Positiivisen kokonaisluvun n kertoma on tulo 1-2-3---(n — 1) - n. Esimerkiksi
3!=1-2-3=6. Luvun n kertomaa merkitadn symbolilla n!. Ratkaise N yhtéalosta

6! -7 = NI

3. Tasakylkisen suorakulmaisen kolmion ABC kyljen pituus on 2 ja kanta (eli hypo-
tenuusa) AB. A- ja B-keskiset ympyrit, joiden side on 2, sekd AB rajoittavat alueen.
Maarita alueen ala.

B

4. Ratkaise yhtalo

\/17+x—8\/x+1-|—\/5+x—4\/x+1:6.

Laskuaikaa on 100 minuuttia.

Tee kukin tehtava omalle konseptiarkin sivulleen.
Merkitse koepaperiin selvasti tekstaten oma nimesi ja
yhteystietosi (koulun nimi, kotiosoite ja sdhkopostiosoite).






Lukion matematiikkakilpailun

alkukilpailun valisarja

1. Suurinta kokonaislukua, joka on korkeintaan x, merkitadn |z ]:11a. Ratkaise yht&lo

x - |z] = 50.

2. Pinnalta siniseksi maalattu kuutio jaetaan tahkojen suuntaisilla tasoilla 27 (mahdol-
lisesti erisuureksi) kappaleeksi. Leikkauksia tehddén kaikkiin kolmeen suuntaan. Mika
osuus kappaleiden kokonaispinta-alasta on siniseksi maalattu?

3. Maarita suurin luvulla 11 jaollinen kokonaisluku, jossa mikaan numero ei toistu,
kun se esitetaan kymmenjarjestelméassa.

4. Kolmion kérjet ovat A = (0,0), B = (6,0) ja C' = (6a, 6b), missé a, b # 0. Kolmion
ABC keskijanojen leikkauspiste on M, sen ympéri piirretyn ympyran keskipiste on O
ja korkeussuorien leikkauspiste on H. Laske suhde M H : MO.

Laskuaikaa on 100 minuuttia.

Tee kukin tehtava omalle konseptiarkin sivulleen.
Merkitse koepaperiin selvasti tekstaten oma nimesi ja
yhteystietosi (koulun nimi, kotiosoite ja sdhkopostiosoite).






Lukion matematiikkakilpailun

alkukilpailun avoin sarja

1. Tasakylkisen suorakulmaisen kolmion ABC' kyljen pituus on 2 ja kanta (eli hypo-
tenuusa) AB. A- ja B-keskiset ympyrit, joiden side on 2, sekd AB rajoittavat alueen.

Maarita alueen ala.
B

C

2. Suurinta kokonaislukua, joka on korkeintaan z, merkitdén |z |:114. Ratkaise yht&lo

x - |xz] = 1000.

3. Origokeskinen ympyri, joka kulkee kiiyrin y = 23 + az maksimi- ja minimipisteen
kautta, sivuaa tata kayraa tasan kahdessa pisteessa. Maarita a.

4. Kutsutaan joukkoa {a—d, a,a+d} superkolmikoksi, jos a on kokonaisluku ja d = 2%
jollakin luonnollisella luvulla k.
a) Osoita, ettd on olemassa joukon {0,1,2,...,2008} osajoukko A, jossa on 1340 al-
kiota ja joka ei sisilla superkolmikkoja.
b) Osoita, ettéd jokainen joukon {0, 1,2,...,2008} osajoukko B, jossa on 1341 alkiota,
sisaltda kolme perakkéista kokonaislukua.

Laskuaikaa on 100 minuuttia.

Tee kukin tehtava omalle konseptiarkin sivulleen.
Merkitse koepaperiin selvasti tekstaten oma nimesi ja
yhteystietosi (koulun nimi, kotiosoite ja sdhkopostiosoite).






Lukion matematiikkakilpailun

alkukilpailun ratkaisut

Perussarja

P1. Alkuperiisen punaisen kuution pinta koostuu kuudesta 3 x 3-neliésta, joten sen ala
on 6 - 32 = 54. Koska 3% = 27, kuutio jakautuu leikatessa 27 yksikkokuutioksi, joiden
kokonaispinta-ala on 27 - 6 = 162. Punaiseksi maalattu osuus on siis

B4 6-32 3% 1

162 27-6 33 3
P2. ¢!-"=7-6!'=7-1-2-3-4-5-6=7-(2-4)-(3-5-6)=7-8-90 =
8!-9-10 =9!-10 = 10!. Koska m! > n!, kun m,n € Z, m > n > 0, niin N = 10 on
ainoa positiivinen kokonaisluku, jolle 6! - 7! = N!.

P3. Kysytty ala S on itse asiassa kahden ympyrasektorin leikkaus. Naméa ympyrasektorit
peittavat kolmion ABC niin, ettd kolmio tulee leikkauksen kohdalla peitettyé kahdesti.

B

C A

Koska kolmion ABC terava kulma on 7, ympyrésektorin pinta-ala on Sgek = % 12?2 =
5. Ympyrasektorien yhdiste taas on kolmio ABC, jonka ala on Sa = % -2 2. Siis

Szzssekt—sﬂzzg—zzw—z

P4. Koska

\/17—|—:c—8\/x—|—1:\/m+1—2'4\/x+1—|—42
(VT 1-4) = |V ri-4




ja

\/5—|—:E—4\/:B+1:\/x+1—2-2\/x+1+22
~/(Var1-2)" = Va2,

kun x > —1, niin

\/17—|—.:r:—8\/x+1+\/5+x—4\/x+1:6
= |Vz+1-4|+|Voe+1-2|=6.

1°Kun -1 <2 <3,nin0<z+1<4javxr+1<2, joten

\/17+:U—8\/x+1+\/5+x—4\/x+1:6
<~—4—-vVr+1+2—+Vxr+1=6

<— —2Vx+1=0 <«— vVr+1=0 <« z+1=0
— g = —1.

22Kun 3<z<15nin4<xr+1<16=2<+yvx+1<4, joten

\/17+x—8\/x+1+\/5+x—4\/x+1:6

—A4d—Vr+1+Vr+1-2=6 < 2=6

eli tassa tapauksessa ei saada ratkaisuja.
3° Kun x > 15, niin /o +1 > /15 +1 = /16 = 4, joten

\/17+x—8\/x+1—|—\/5+x—4\/x+1:6
—Vr+l-4+vVr+1-2=6

<= 2Vr+1=12 <= VvV +1=6 < z+1=36
<— ¢ = 35.

Stis yhtdlon \/17 +x -8V +1+ \/5 +x — 4z + 1 =6 ratkaisut ovat x = 35 ja
r=—1.

Valisarja

V1&A2. Olkoon m > 1. Oletetaan, ettd m ei ole kokonaisluvun nelié. Tarkastellaan
yleisesti yhtaloa
x-|z] =m.

Merkitdan k = |\/m] € Z.



Kun |z| > k + 1, niin myds | ||| > k + 1 sekd x ja [z] ovat samanmerkKkisii.
Talloin x [z] > (k+1)% > (y/m)? = m.

Kun |z| < k, niin | [z]| < k, joten lukujen z ja |x] samanmerkkisyydesta seu-
raa x [z < k% < (y/m)? = m. Aito epiyhtilo edellisessi seuraa siitéd, ettd m ei ole
kokonaisluvun nelio.

Siis k < |z| < k+1, joten |z] = k tai |x| = —k — 1. Edellisessé tapauksessa yht&lo

m

m
x |x| = m toteutuu, jos x = T ja {EJ = k, jalkimmaisessa tapauksessa saadaan
taavasti yrit —josta tiytyy tarkistaa, etti | — k—1
vastaavasti yrite x = ——, josta t& arkistaa, ettd | —— | = —k — 1.
Y k+1" YRy k+1

V1. Koska m = 50 ja k = L\/%J = 7, niin saadaan yritteet z = 50/7 = 7% ja
x = —50/8 = —25/4 = —65. Koska |[50/7| = / ja |—50/8] = —7 # —8, niin ainoastaan
x =T on yhtdalon ratkaisu.
V2. Vrt. P1. Leikkaustaso voidaan asetella kolmeen eri suuntaan. Varsin helposti
huomataan, etta aina kaksi leikkaustasoista on yhdensuuntaisia. Merkitaan nimittain
symboleilla x, y ja z kolmeen eri suuntaan tehtyjen leikkausten lukumaaria. Talloin
kuutio jakautuu (z + 1)(y + 1)(z + 1) = 27 kappaleeseen. Koska x,y,z > 0, niin
tekijahajotelmasta 27 = 33 nikyy, ettd on oltava v +1 = y +1 = 2+ 1 = 3 eli
x =y =z=2. Siis x +y + z = 6 on leikkausten lukumaéra.

Olkoon s sinisen kuution sarmé. Kutakin tasoa vastaa kaksi leikkauspintaa, joiden
alojen summa on 2s2. Leikkauspintojen kokonaisala on siis 6-2s? = 12s? ja alkuperiisen
kuution tahkojen 6 - s2. Siis siniseksi maalatun pinnan osuus kokonaispinta-alasta on

652 1 1

652 +12s2 1+2 3

V3. Olkoon n suurin luvulla 11 jaollinen kokonaisluku, jossa mikaan numero ei toistu.
Koska 132 = 11-12 on 11:1l4 jaollinen, niin n > 132, joten n on positiivinen. Merkitaan
k:lla luvun n numeroiden lukumaéraa, jolloin numeroiden toistottomuuden vuoksi k <
10. Toisaalta 10*~1 < n < 10*, joten luvun n etsinniissi voidaan rajoittua lukuihin,
joissa jokainen numero esiintyy (eli & = 10), kunhan n 16ytyy nédiden joukosta.

Oletetaan siis, ettd n = 22:0 ar = ag-102+ag-10% +- - -+ay, jossa {ag,...,a9} =
{0,...,9}. Luvun 11 jaollisuussédénnén mukaan luvun n numeroiden vuorotteleva summa
9
v=Y ap (~1)*"" =ag —as + ar — ag + a5 — as + a3 — az + ay — ag
k=0

on 11:114 jaollinen. Karkeasti ilmaisten positiivinen kokonaisluku, jossa esiintyvat tois-
totta kaikki numerot, on sita suurempi, mita aiemmin suuret numerot esiintyvéat siina.
Suurin néista, 9876543210, ei kuitenkaan ole 11:114 jaollinen, silld 1145 =9 — 8 4+ 7 —
6+5—4+3—-2+1-0.

Luvun n numeroiden summa on § = 22:0 ap = 22:0 k=10 259 = 45. Nu-
meroiden summa s ja vuorotteleva summa v ovat molemmat parittomia, silla niiden
erotus s — v = 2(ag + ag + a4 + as + ag) on parillinen. Rajoitutaan luvun n etsinnéssé



nyt lukuihin, jotka alkavat numeroilla 9, 8, 7 ja 6, silla muut toistottomat luvut ovat
pienempid. Talloinv >9—-84+7—-6+(24+14+0)—-(5+4+3)=2+3-12= -7 ja
v<9—-8+4+7—-6+(5+4+3)—(24+14+0)=2+12—-3=11. Koska -7 <v < 11,11 |v
ja v on pariton, jaljelle jaa enda mahdollisuus v = 11. Tama yhtasuuruus saavutetaan
vain, kun luvut 5,4, 3 vuorottelevat lukujen 2, 1,0 kanssa. Tdallaisista luvuista suurin
on n = 9876524130.

V4. Kolmion keskijanojen leikkauspiste on

M= (0+63+6a,0+(;)+66

) = (20 +2,2b). X

Sivun AC' keskipiste on (3a, 3b) ja suoran AC kulmakerroin (60 — 0)/(6a — 0) = b/a.

3a? —
Piste O on siis suorien x = 3 ja y — 3b = —%(x —3a) = % leikkauspiste, joka on

2 2
0= (3’ 3a” + 3b 3a>'

b
Vastaavasti H on suorien x = 6a ja y = —%(m —6) = ba 2 a leikkauspiste, joten
6a2 S~ ¢
H = (60/, M) . =~ IH
b o2
A —E
Nyt
2 p2 _ 2
OM? = (3 - (2a+2))* + (3a +3b 3a—2b>
2 2 2
:(1_2a)2+(3a +0b 3a)
b
ja

6a — 6a2\” 6a — 6a> ?
Mm:@mm—mf+@m-aba):@-mﬁ+(“a—%)
3a — 3a® — b?

2
4. 2
) —aan0

:4@—2@2+4(

Kysytty suhde on siis MH : MO = \/MH?2/MO? = /4 = 2.



Avoin sarja

Al. Ks. P3.

A2. Ks. V2. Tassa tapauksessa m = 1000 ja k = L\/ 1000J = 31, niin saadaan
. 1000 8 . —1000 1 1000 .
yritteet x = ETRE 325 jaxr = 33 —311. Koska {3—1J = 32 # 31 ja

-1
L 3(;00J = —32, niin ¢ = —31i on ratkaisu.

A3. Kiyrd y = 23 + ax on origon suhteen symmetrinen. Sen diriarvokohdat saadaan

yhtalosta 322 +a = 0; jotta adriarvokohtia olisi, on oltava a < 0. Aériarvokohdissa 22 =

2

2 4a3

- jay? = (23 4 ax)? = 2*(2* + a)? = SO (E) = P Tehtavin origokeskinen
3 3\ 3 27

ympyra on siis

Ympyran ja kayran leikkauspisteiden x-koordinaatit ovat yhtalon

_9a + 4a?

2, . 2(2 2 _
x°+ax*(z+a) = o7

juuret ja leikkauspisteiden x-koordinaattien neliot yhtalon

9a + 4a®
t+t(t 2 =0
+t(t+a)” + o
juuret. Yhtalon yksi juuri on ¢t = —%. Taman perusteella yhtalon vasen puoli voidaan

4a? 4a?
t+t(t—|—a)2+9a2+7a: (t+§> (t2+5;t+g+1>.

Silloin, kun ympyra ja kayra sivuavat toisiaan, toisen asteen tekijan kaksi juurta yhtyvat
(koska sivuamispiste ei voi olla alkuperéisen kolmannen asteen kiyréan dédriarvokohdassa,
jossa kdyrdn tangentti on z-akselin suuntainen, mutta ympyrédn tangentti ei ole). Si-
vuamisen ehto on siis toisen asteen tekijan diskriminantin haviadminen eli

25a2 1642
9 9

—4=0.

Siis a? = 4, ja koska a < 0, a = 2.

Ad4. a) Valitaan joukoksi A niiden kokonaislukujen n € {0, ..., 2008} joukko, joille n # 2
(mod 3) eli n — 2 ei ole kolmella jaollinen.
Vaite: Joukossa A on 1340 alkiota ja se ei sisdlla superkolmikkoja.



Todistus. Suurin luvuista n € {0,...,2008}, jolle n = 2 (mod 3), on 2006 =
3 - 668 + 2 ja pienin 2 = 3 - 0 4 2. Téllaisia lukuja on siis 669 kappaletta ja joukossa A
on 2009 — 669 = 1340 alkiota.

Olkoon {a — d,a,a + d} superkolmikko. Superkolmikon lukujen erotukset eivit
ole kolmella jaollisia, silli (¢ +d) —a = a — (a —d) = d = 2F ja (a +d) — (a —
d) = 281 jollakin k£ € N. Siis superkolmikon luvut tuottavat kolmella jaettaessa eri
jakojadnnokset, ts. luvut 0, 1 ja 2, joten a —d =2 (mod 3), a =2 (mod 3) tai a+d = 2
(mod 3). Siis jokin superkolmikon alkioista ei kuulu joukkoon A. O

b) Véite: Jokainen joukon {0, 1,2,...,2008} osajoukko B, jossa on 1341 alkiota,
sisaltaa kolme perakkaista kokonaislukua.

Todistus. Jaetaan joukko {0, ..., 2008} laatikkoihin {0, 1,2}, {3,4,5}, ..., {2007, 2008},
ts. m,n € {0,...,2008} kuuluvat samaan laatikkoon tésmélleen silloin, kun |[m/3] =
|n/3|. Téllaisia laatikkoja on kaikkiaan [2009/3] = 670. Koska 1341 > 2 - 670 = 1340,
johonkin laatikoista tulee kolme alkiota, ts. kolme perakkaista kokonaislukua. [



