Lukion matematiikkakilpailun
alkukilpailun perussarja

1. Timantti on lohjennut kahdeksi palaksi, joiden massojen suhde on 3 : 4. Kokonaisen
timantin arvo on suoraan verrannollinen massan nelioén. Lohjenneen timantin arvo on
siis alkuperaisesta arvosta

a) alle puolet b) vahentynyt alle 50%
¢) noin 51% d) noin 49%

2. FErdan koulun oppilaista nelja viidesosaa oli hunneja ja loput olivat vandaaleja.
Kaytoshairiciden vuoksi koulusta jouduttiin erottamaan kaksi kolmasosaa hunneista,
mutta yhtdan vandaalia ei tarvinnut erottaa. Kuinka suuri osuus kouluun jaaneista
oppilaista on vandaaleja?

a) 1/3 b) 3/8 c) 3/7 d) 1/2
3. Mitka seuraavista vertailuista ovat tosia?
a) 22° > 33 b) 33° > 55
¢) (—4)~1 < (=5)9 d) ((-2)?)(=29 = 44
92013 | 92011
4. Luku 22012 — 2010 on
10 e ol
a) 2 b) ? C) 22012 —+ 1 d) m

5. Puolipallolla ja suoralla kartiolla on sama pohja ja niiden vaipat ovat pinta-alaltaan
yhta suuret. Olkoon Vp, puolipallon tilavuus ja Vi kartion tilavuus. Talloin

a) Vpp > Vk b) Vpp < Wk C) Vk/vpp - \/§/2 d) Vk/vpp - 3/\/5

6. Useista pikkukuutioista, joiden sdrmien pituudet ovat 1, 2 ja 3, kasataan suuri
kuutio, jonka sdrmén pituus on 5 (ja joka ei ole sisdltd ontto). Talléin:

a) Kaikkia pikkukuutiotyyppeja ei valttdmétta tarvita kasaamisessa.
b) Pikkukuutioita tarvitaan véhintdan 50 suuren kuution rakentamiseen.
¢) Suuren kuution pinnasta ei voi valttamatta paatelld, onko kasaamisessa

kaytetty pikkukuutioita vahemman vai enemman kuin 100.
d) Kéytettyjen pikkukuutioiden yhteispinta-ala on pariton kokonaisluku.

7. Kahden ympyrin siteet ovat v/3 ja 1 seké keskipisteiden vélinen etdisyys 2. Laske
ympyroiden leikkausalueen pinta-ala.

8. Olkoon f toisen asteen polynomi, jolla on kokonaislukukertoimet. Liséksi f(k) on
viidelld jaollinen, kun k on kokonaisluku. Osoita, ettd kaikki polynomin f kertoimet
ovat viidella jaollisia.



Perussarjan monivalinnan

vastauslomake

Perussarjan monivalintatehtdvien (6 ensimmdistd tehtdvid) vastaukset palautetaan
talla lomakkeella; perinteisten tehtavien 7 ja 8 ratkaisut voi kirjoittaa erillisille vas-
tausarkeille. Kussakin monivalintatehtavassa voi olla 0—4 oikeata vastausta. Merkitse
vastaavaan ruutuun +, jos vastaus on otkea, ja —, jos vastaus on vadra. Oikeasta mer-
kinnasta saa pisteen, vaardstd tai tulkinnanvaraisesta merkinnasta saa nolla pistetta.
Tehtdvista 7 ja 8 maksimipistemdadra on 6.

Tyoaikaa on 120 minuuttia. Kirjoita myos tehtavien 7 ja 8 vastauspapereihin
selvasti tekstaten oma nimesi ja koulust.

Nimi :

Koulu :

Kotiosoite :

Sihkoposti :




Lukion matematiikkakilpailun
alkukilpailun valisarja

1. Mitké seuraavista vaitteistd patevat kaikilla teravilld kulmilla o?

a) sin?a +tan?a = 1 b) sina < «
c) tan? a + cos? a0 > 1 d) tancosa = sina

2. Suurin kokonaisluku, jolla erdat kaksi positiivista kokonaislukua ovat molemmat
jaollisia on 4, ja 24 on pienin positiivinen kokonaisluku, joka on jaollinen molemmilla
luvuilla. Lukujen summa voi olla

a) 20 b) 24 c) 28 d) 36

3. Useista pikkukuutioista, joiden sarmien pituudet ovat 1, 2 ja 3, kasataan suuri
kuutio, jonka sdrmén pituus on 5 (ja joka ei ole sisdltd ontto). Talloin:

a) Kaikkia pikkukuutiotyyppeja ei valttdmétta tarvita kasaamisessa.
b) Pikkukuutioita tarvitaan véhintdan 50 suuren kuution rakentamiseen.
¢) Suuren kuution pinnasta ei voi valttamatta paatelld, onko kasaamisessa

kaytetty pikkukuutioita vAhemmaéan vai enemman kuin 100.
d) Kéytettyjen pikkukuutioiden yhteispinta-ala on pariton kokonaisluku.

4. Olkoon f toisen asteen polynomi, jolla on kokonaislukukertoimet. Liséksi f(k) on
viidella jaollinen, kun k on kokonaisluku. Osoita, ettd kaikki polynomin f kertoimet
ovat viidella jaollisia.

5. Ympyréan halkaisijan AB jatkeelta pisteestd C' (ympyrén ulkopuolelta) piirretdan
ympyrélle tangentti, joka sivuaa ympyraé pisteessd N. Kulman <t AC'N puolittaja leik-
kaa janan AN pisteessd P ja janan N B pisteessd (). Osoita, ettd |[PN| = |NQ)|.

6. Mika on suurin n, jolla seuraava on mahdollista: n x n-ruudukon jokainen ruutu
voidaan varittad punaiseksi tai siniseksi niin, ettd jos valitaan mitkd tahansa kaksi
ruuturivia ja mitka tahansa kaksi ruutusaraketta, niin naiden risteyskohdissa olevat
nelja ruutua eivat ole kaikki samanvéarisia?



Valisarjan monivalinnan

vastauslomake

Vilisarjan monivalintatehtdvien (3 ensimmdistd tehtdvdd) vastaukset palautetaan
talla lomakkeella; perinteisten tehtavien 4—6 ratkaisut voi kirjoittaa erillisille vastausar-
keille. Kussakin monivalintatehtdvdssd voi olla 0—4 otkeata vastausta. Merkitse vastaa-
vaan ruutuun +, jos vastaus on oikea, ja —, jos vastaus on vaard. Oikeasta merkinndstd
saa pisteen, vaardsta tar tulkinnanvaraisesta merkinnastd saa nolla pistetta. Tehtdvista
4—6 maksimipistemadra on 6.

Tyoaikaa on 120 minuuttia. Kirjoita myos tehtivien 4—6 vastauspapereihin selvdsti
tekstaten oma nimesi ja koulusi.

Nimi :

Koulu :

Kotiosoite :

Sahkoposti :




Lukion matematiikkakilpailun
alkukilpailun avoin sarja

1. Madritellddn reaalilukujen laskutoimitus * seuraavasti: a*b = a?+b? —ab. Ratkaise
yhtalo
(xxx)xl=a=*(x=*1).

2. Olli ja Liisa pelaavat seuraavaa pelia 2012:11a pelimerkilla, jotka ovat yhdessa lajassa.
He ottavat vuorotellen lajasta yhden, kaksi tai kolme pelimerkkia. Viimeisen pelimerkin
saanut voittaa. Liisa aloittaa. Selvitd, voiko jompikumpi pelaaja aina varmistaa voiton
itselleen.

3. Viekas hallitsija lupaa puolet valtakunnastaan seuraavanlaista tyopanosta vastaan:
Jokaista shakkipelin 64 ruutua kohti tyontekijan pitaa tyoskennella tietty maara koko-
naisia paivia. Ensimmaisen ruudun kohdalla tyo kestaa tasan paivan, ja kunkin seuraa-
van ruudun kohdalla tyopaivien maara kaksinkertaistuu edelliseen ruutuun verrattuna.
Mina viikonpaivana tyo loppuu, kun tyo alkaa erddnd maanantaina ja jatkuu joka paiva
ilman viikonloppuvapaitakaan?

4. Teravan kulman A puolittajalta valitaan piste P ja toiselta kyljelta piste B. BP:n
jatke leikkaa toisen kyljen pisteessd C' Osoita, etta lausekkeen

1,1
|AB|  |AC|

arvo ei riipu pisteen B valinnasta, kun P pidetdan paikallaan.

Tyoaikaa on 120 minuuttia.

Tee kukin tehtdva omalle konseptiarkin sivulleen.
Merkitse koepaperiin selvasti tekstaten oma nimesi ja
yhteystietosi (koulun nimi, kotiosoite ja sdéhkdpostiosoite).



Gymnasiets matematiktavling
starttavlingens grundserie

1. En diamant har spruckit till tva bitar. Forhallandet mellan bitarnas massor ar 3 : 4.
Vardet av en hel diamant ar direkt proportionellt mot kvadraten pa massan. Véardet
av den spruckna diamanten

a) dr mindre &n hélften av b) har minskat till under 50 % av
c) ar ca b1 % av d) ar ca 49% av

vardet av den ursprungliga diamanten.

2. Av eleverna i en skola var fyra femtedelar hunner och resten vandaler. Pa grund av
beteendestorningar var man tvungen att avskeda tva tredjedelar av hunnerna. Ingen
av vandalerna behovde dock avskedas. Hur stor var andelen vandaler av antalet elever
som fick stanna kvar i skolan?

a) 1/3 b) 3/8 c) 3/7 d) 1/2
3. Vilka av foljande jamforelser ar sanna?
a) 22" > 33 b) 33° > 5°
¢) (=4)7* < (=5) d) ((=2)?)(2) =44
92013 | 92011
4. Talet 22012 — 2010 ar lika med
a) 2 b) 130 ¢) 22012 4 d) ;12*_;1;

5. Ett halvklot och en rak kon har samma basyta och deras mantelytor ar lika stora.
Lat V4 vara volymen av halvklotet och Vi volymen av konen. Da &r

a) Vix > Vk b) Vhk < W ¢) Vi/Vak = Vv3/2  d) Vii/Vi = 3/V2

6. Man bygger en stor kub (som inte &r ihalig) med kantlangden 5 av flera mindre
kuber vars kantlangder ar 1, 2 och 3. Da géller:

a) For konstruktionen behéver man inte nédvandigtvis alla typer av de mindre kuberna.
b) Man behéver minst 50 av de mindre kuberna f6r att bygga den stora kuben.
c) Genom att betrakta ytan av den stora kuben kan man inte nédvéndigtvis dra

slutsatsen av om man har anvant sig av farre eller flera &n 100 mindre kuber.
d) Den totala arean av de anvinda mindre kuberna utgor ett udda heltal.

7. Radierna i tva cirklar dr v/3 och 1 medan avstandet mellan medelpunkterna ar 2.
Berakna arean av det skarningsfiguromrade som cirklarna bildar.

8. Lat f vara ett andragradspolynom med heltalskoefficienter. Lat ytterligare f(k)
vara delbart med fem da k &ar ett heltal. Visa att alla koefficienter i polynomet f ar
delbara med fem.



Svarsblankett for flervals-
uppgifterna i grundserien

Grundseriens flervalsuppgifter (de 6 forsta uppgifterna) besvaras pa denna svars-
blankett. Svaren till de traditionella uppgifterna 7 och 8 kan skrivas pa egna konceptark.
Varje flervalsuppgift kan ha 0—4 rdtta svar. Beteckna med ett + om svaret dar rdtt och
med ett — om svaret dar fel i motsvarande ruta. Rdtt tecken ger en podng medan fel
tecken eller ett otydligt tecken ger noll poang. Mazximipodangen i uppgifterna 7 och 8
ar 6p.

Provtiden dr 120 minuter. Skriv dven pa svarspappren for uppgifterna 7 och 8
tydligt med textbokstaver ned ditt namn och din skola.

Namn :

Skola :

Hemadress :

E-postadress :




Gymnasiets matematiktavling
starttavlingens mellanserie

1. Vilka av foljande pastaenden ar sanna for alla spetsiga vinklar «?

a) sin®a +tan?a = 1 b) sina < «
c) tan? a + cos? a0 > 1 d) tan acos a = sin «

2. Det storsta heltal som tva positiva heltal bada ar delbara med ar 4. Talet 24 ar
igen det minsta positiva heltal som &r delbart med de bada talen. Summan av talen
kan vara

a) 20 b) 24 c) 28 d) 36

3. Man bygger en stor kub (som inte &r ihalig) med kantlingden 5 av flera mindre
kuber vars kantlangder ar 1, 2 och 3. Da géller:

a) For konstruktionen behéver man inte nddvéndigtvis alla typer av de mindre kuberna.
b) Man behéver minst 50 av de mindre kuberna for att bygga den stora kuben.
c) Genom att betrakta ytan av den stora kuben kan man inte nédvéndigtvis dra

slutsatsen av om man har anvént sig av farre eller flera &n 100 mindre kuber.
d) Den totala arean av de anvdnda mindre kuberna utgor ett udda heltal.

4. Lat f vara ett andragradspolynom med heltalskoefficienter. Lat ytterligare f(k)
vara delbart med fem da k &ar ett heltal. Visa att alla koefficienter i polynomet f ar
delbara med fem.

5. I en cirkel ritar man fran punkten C pa forlingningen av diametern AB en tangent
till cirkeln som tangerar cirkeln i punkten N. Bisektrisen till vinkeln <tACN skar
strickan AN i punkten P och stréckan N B i punkten ). Visa att |[PN| = |[NQ|.

6. Vilket dr det storsta vardet pa n for vilket foljande a&r mojligt: varje ruta i ett n xn
rutfilt kan fargas rod eller bla, sa att om man véljer vilka som helst tva rutrader och
vilka som helst tva rutkolumner, sa har de fyra rutor som utgor skarningsstéllena for
dessa rader och kolumner inte alla samma farg?



Svarsblankett for flervals-
uppgifterna i mellanserien

Mellanseriens flervalsuppgifter (de 3 forsta uppgifterna) besvaras pa denna svars-
blankett. Svaren till de traditionella uppgifterna 4—6 kan skrivas pa egna konceptark.
Varje flervalsuppgift kan ha 0—4 ratta svar. Beteckna med ett + om svaret dr ratt och
med ett — om svaret dr fel i motsvarande ruta. Rdtt tecken ger en podng medan fel
tecken eller ett otydligt tecken ger noll poiang. Mazximipodngen i uppgifterna 4 - 6 dr 6p.

Provtiden ar 120 minuter. Skriv dven pa svarspappren for uppgifterna 4—6 tydligt
med textbokstdver ned ditt namn och din skola.

Namn :

Skola :

Hemadress :

E-postadress :




Gymnasiets matematiktavling
starttavlingens oppna serie

1. Rékneoperationen * for reella tal definieras pa foljande sitt: a * b = a? + b — ab.
Los ekvationen
(rxx)*x1l=zx*(x=*1).

2. OIlli och Liisa spelar foljande spel med 2012 spelbrickor som finns i en enda hog.
De tar turvis upp en, tva eller tre spelbrickor ur hégen. Den som tagit upp den sista
spelbrickan vinner spelet. Liisa borjar spelet. Ta reda pa huruvida nagon av spelarna
alltid kan sdkra vinsten at sig sjalv.

3. En slug regent lovar hélften av sitt rike mot foljande arbetsinsats: For varje av ett
schackbrades 64 rutor bor arbetstagaren arbeta ett visst antal hela dagar. Pa den forsta
rutan tar arbetet exakt en dag. Pa alla de ovriga rutorna géller att antalet arbetsdagar
alltid fordubblas jamfort med foregaende ruta. Vilken veckodag tar arbetet slut da det
borjar pa en mandag och fortloper varje dag till och med utan veckoslutsledighet?

4. Man véljer en punkt P pa bisektrisen till den spetsiga vinkeln <A och sedan en
punkt B pa denna vinkels ena vinkelben. Forldngningen av BP skar det andra vinkel-
benet i punkten C. Visa att vardet av uttrycket

1,1
|AB|  |AC|

inte beror av valet av punkten B om P halls pa samma stélle.

Téavlingstiden ar 120 minuter.

Utfor varje uppgift pa en skild sida i ett konceptark.
Texta ditt namn och dina kontaktuppgifter (skolans namn,
hemadress och e-postadress) tydligt pa provpapperet.



Lukion matematiikkakilpailun
alkukilpailun ratkaisut

Perussarjan monivalintatehtavat

Ll -+ |+ |-
2. | - | - | + | -
3. - | + | - | +
4. | =+ | - |+
5.+ | - | + ] -
6. | + | + | + | -

P1. Koska massojen suhteet (alkuperdinen timantti mukaan lukien) ovat 3 : 4 : 7, niin
arvojen suhteet ovat 9 : 16 : 49. Siis lohjenneen timantin arvo on siis alkuperaisesta
arvosta

9+16

-100% ~ 51%.
49 % %

P2. Jos hunneja on aluksi 4t ja vandaaleja ¢, niin erottamisien jalkeen vandaalien osuus

on
t 3

17 =
—4t+1
3 +

7

P3. a) 22° =24 =16 <27 = 33, joten tehtdvinannon vertailu on epitosi.
b) 33" =327 > 3213 = g13 5°, joten vastaava vertailu pitii paikkansa.
¢) (=4)7* > 0> (=5)(=?), joten tehtiviinannon vertailu on epétosi.

d) (=2)2 = 4, joten ((—2)2)((=2) = 44 pit&d paikkansa.



P4. 22013 + 22011 213 + 211 23 + 21 8 + 2 10

92012 _ 92010 _212_210 _22_20 _4_1_3’

joten kohdat b ja d ovat oikein, kohdat a ja ¢ ovat selvéasti eri suuria kuin nama.

N

Puolipallon vaipan ala on %47?7”2 = 2772 ja kartion vaipan ala on 7rs, missi r on
yvhteisen pohjaympyran sateen ja s on kartion sivusarméan pituus. Koska vaippojen
alat ovat yhtd suuret, niin 27r? = 7rs eli s = 2r. Toisaalta kartio on suora, joten
Pythagoraan lauseesta seuraa

AN
7

P =52=2r) =4 => b2 =32 = h=rV3.

Siis tilavuudet ovat

ja

ja naiden suhde on

s 2 1 2 V3
Vk/Vpp:ﬁI§WT3:%I§:7<1,

joten kohdat c ja a ovat oikein seka muut vaaria.

P6. a) Totta, suuren kuution voi kasata pelkéstdan yksikkokuutioista.

b) Totta: Sijoitetaan suuri kuutio koordinaatistoon niin, ettd sarmét ovat koordinaat-
tiakselien suuntaisia ja keskipiste origossa. Téalloin jokainen kasaamisessa kaytetty
pikkukuutio, jonka sdrméan pituus on vahintaan kaksi, sisaltaa ainakin yhden pis-
teistd (£1,+1,£1). Siis téllaisia kuutioita kéytetdén kasaamisessa korkeintaan 8.
Lisaksi naista pikkukuutioista korkeintaan yhden sarman pituus on 3, silla 343 > 5,
joten téllaisten pikkukuutioiden yhteistilavuus on korkeintaan 33 +7-23 = 27456 =
83. Yksikkokuutioita tarvitaan siis vahintdan 53 — 83 = 125 — 83 = 42 kappaletta,
ja pikkukuutioita kaikkiaan véhintddn 8 + 42 = 50 kappaletta (mitd pienempid
pikkukuutiot ovat, niin sitd enemmén niita tietenkin tarvitaan).



c) Totta: Oletetaan, ettd suuren kuution pinta on kasattu kokonaan yksikkokuutioista.
T&lloin ei voi siis tietdd, onko suuren kuution ytimessa pikkukuutio, jonka sivun
pituus on 3, vai esimerkiksi pelkkio yksikkokuutioita. Edellisessa tapauksessa tar-
vitaan 5% — 3% + 1 = 99, jalkimmaisessi tapauksessa 53 = 125 pikkukuutiota.

d) Ei pidi paikkaansa, silli jokaisen pikkukuution ala on parillinen kokonaisluku 6 - s2,
missd s on kokonaisluku. Siis yhteispinta-alakin on parillinen kokonaisluku.

Perussarjan perinteiset tehtavat

P7. Koska ympyroiden siteet ovat /3 ja 1 seké keskipisteiden etiisyys 2, niin Pyt-
hagoraan kaanteislauseesta seuraa, etta siateet muodostavat keskipisteiden yhdysjanan
kanssa suorakulmaisen kolmion, silld (v/3)2 +12 =3 +1 =4 = 22,

7\
\/

Lisaksi kulmat ovat 30°, 60° ja 90°, silla pienimman kateetin ja hypotenuusan suhde on
1: 2. Ympyroiden peittamasta alueesta voi siis ottaa pois kaksi tallaista suorakulmaista
kolmiota,

S Sa

jolloin jaljelle jaa kaksi isoa sektoria, joiden alat ovat

Ll Ty (3 BTy T
51—2(277' 3) (\/g) = 6 = 2
ja
_ Ll %My 227
52—2(27r 3) 1 =35

Ko. suorakulmaisen kolmion ala puolestaan on A = +/3/2, joten ympyréiden peittimi
ala on kaikkiaan

5 2 1
Sl+52+2A:§7T+§7T+\/§:367T+\/§.



Toisaalta ympyréiden pinta-alojen summa on 7(v/3)? + 7 - 12 = 4r. Leikkausalueen
pinta-ala on naiden erotus eli

1
47r—367r+\/§:%—\/§.

P8. Merkitidin f(z) = ax? + bx + ¢, missi a,b, c € Z. Koska f(n) on viidelld jaollinen,
kun n on kokonaisluku, niin erityisesti f(0) = ¢, f(1) = al®?+b-1+c=a+b+c
ja f(=1) = a(-1)2 +b-(=1)+c = a — b+ c ovat viidelld jaollisia, misti seuraa
51,5 f()+f(-1)=a+b+c+a—-b+c=2a+2jab]| f(1) — f(-1) =
a+b+c—(a—0b+c)=2b Koska kokonaisluvuilla 2 ja 5 ei ole yhteisié tekij6ita, niin
edelleen 5 | b ja 5 | (a 4+ ¢) — ¢ = a. Siis kaikki polynomin f kertoimet ovat viidelld
jaollisia.

Valisarjan monivalintatehtavat

3. + | + | + | -

V1. Kun % < a < 7, niin tana > 1, joten sin?a+tan? o > tan? o > 1 (siis a epétosi).
sina < « pitdéd paikkansa (b tosi), silli « on yksikkéympyrédn kulmaa o vastaavan
kaaren pituus, kun taas sina on tamén kaaren kohtisuora projektio y-akselille. Koska

sin? o

0 < cosa < 1, niin tan? a+cos? a = +cos? a > sin® a+cos? a = 1 (c tosi). Kohta

2
d seuraa suoraan tangentin méériteln?ésist% tana = sina/ cos a ja siitd, ettd cosa # 0,
kun « on terava kulma.

V2. Jos luvut ovat a ja b, niin a = 4x, b = 4y eika x:11a ja y:11a ole yhteisia tekijoita.
Toisaalta 24 = at = bu, eika t:11a ja wu:lla ole yhteisia tekijoita. Ei siis voi olla x = y.
Oletetaan, ettd x < y; silloin a < b ja u < t. Koska 6 = xt = yu, x ja y ovat joukossa
{1, 2, 3, 6} ja = joukossa {1, 2}. Jos x =1, on t =6, joten u = 1. Luvut a =4, b = 24
toteuttavat ehdon; summa on 28. Jos x =2, t =3, jotenu=2,y=3. (u=1,y =26
ei kay, koska silloin = ja y olisivat kahdella jaollisia.) a = 8, b = 12 on kelvollinen pari;
summa on 20.

V3=P6.



Valisarjan perinteiset tehtavat

V4=PS8.

V5. Olkoon a@ = <NAB ja O ympyran keskipiste. Koska AAON on tasakylkinen
(molemmat kyljet ovat ympyréan siteitd), niin myés <ANO = «. Toisaalta xANB
ja SONC ovat suoria kulmia, edellinen halkaisijaa AB vastaavana kehdkulmana ja
jalkimmainen siksi, ettd NC on ympyran tangentti ja ON séade. Siis

IABNC = YANC — SANB = 4ANC — <ONC = 4ANO = a.

TN
e

B C

Merkitaan = < ACN. Koska suora C'P puolittaa kulman 3, niin

<IAPC:7T—<ICAP—<IACP:7r—a—§.

Téamén komplementtikulmalle saadaan siis < NPQ = a + /2. Toisaalta

<[NQC:7r—<IQNC’—<IQC’N:7r—a—§,

joten my6s SNQP = o+ (/2. Siis ANPQ on tasakylkinen (ja huippu on N), joten
[PN| = |NQ|. O

V6. Jos n = 4, esimerkiksi seuraava varitys on vaatimusten mukainen:




Jos n = 5, niin jossain rivissa, esimerkiksi ylimmassé, on ainakin kolme samanvéristé,
esimerkiksi punaista. Néiden punaisten sarakkeissa ei milladn muulla rivilla saisi olla
kahta punaista. Joka rivilla on siis ainakin kaksi sinistd. Nama kaksi sinistd voivat
olla kolmessa eri asemassa (mahdollinen kolmas, punainen, ruutu voi olla kolmessa
aasemassa), joten ainakin kahdella rivilld ne ovat samoissa sarakkeissa. 5 x 5-ruudukko
ei voi toteuttaa ehtoa, ei myoskdan n x n-ruudukko, jos n > 5.

Avoin sarja

Al.

(xxx)*1l=x*(zx*x1)

(42— -o)xl=ax@*+12—z-1)
() x1l=xx (2 —z+1)

) +1P - 1=+ (P~ + 1) -2 (2 -2+ 1)
=2t 1= —2x4+1-2) (22 —2+1)
(22 =12 =(z—-1)? (2> =z +1)
(z—12(z+1)=(@x—-12 (22 —2+1)
= (x-12=0V (z+1)2=22-2+1
—=r=1Vval+2r+l=0—2+1
—r=1V3r=0

——zrz=0Vazrx=1

A2. Jos pelaajalla on edessaan 3, 2 tai 1 merkkia, han voittaa. Jos vastustajalla on
edessdan 4 pelimerkkia, niin hénen siirtonsa jalkeen laudalla on 1, 2 tai 3 merkkia jne.
— Pelaaja, joka voi pakottaa vastustajansa tilanteeseen, jossa talld on edessdan neljalla
jaollinen maara merkkeja, voittaa. Koska 2012 on 4:11a jaollinen, Olli voittaa.

A3. Kolmeen peridkkaiseen kuluvat tyomaara on
20 420 1 212 = 91 + 24 4) =72,

missé ¢ on kokonaisluku, siis 2¢ kokonaista viikkoa. Ensimmaéistd ruutua vastaava tyo
tulee tehtya ensimmaisend maanantaina, ja loput 64 — 1 = 63 = 3 - 21 ruutua voi ryh-
mitella kolmea perdkkaista ruutua vastaaviksi tyorupeamiksi, jotka kestavat kokonaisia
viikkoja. Siis tyé pdattyy maanantaina.



A4.

A B

Kun AABC:n pinta-ala lasketaan kahdella eri tavalla (toisaalta suoraan ja toisaalta
jakamalla AABP:ksi ja AAPC"ksi), saadaan

1 1 1
§|AB| |AC| sin2a = §|AP\ |AC| sina + §|AB| |AP|sina

— 1 sin2a 1 n 1
|AP| sina  |AB| = |AC|

Koska kulma « ja |AP| ovat vakioita, niin my&s yhtalon vasen puoli pysyy vakiona. [



