Lukion matematiikkakilpailun
alkukilpailun perussarja

Tehtdvia on kahdella sivulla; kuusi enstmmdistd tehtavaa on monivalintatehtavia,
joissa on 0—4 oikeata vastausta.

1. Juna kulkee Ankkalinnasta Hanhivaaraan. Matka-ajasta 5 % kuluu pysahdyksiin.
Matka-aikaa halutaan lyhentdd 10 %, mutta pysdhdyksiin kuluvaa aikaa ei voida muut-

taa. Junan nopeutta on télldin liséttava ("noin” tarkoittaa prosenttiyksikén tarkkuu-
della)

a) 10 % b) alle 15 % ¢) noin 12 % d) noin 15 %

2. Metallitangosta valmistetaan kolmionmuotoinen A
kehikko ABC. Kehikkoa vahvistetaan yhdistamaélla

kolmion sivujen keskipisteet toisiinsa tangoilla. Ohei- 3m

seen kuvaan, joka ei ehké ole mittatarkka, on merkitty
muutamia tankojen tai niiden osien pituuksia vahven-
netuilla janoilla. Kuinka monta metria tankoa raken-
nelmaan on kaytetty? 1,5m

P R

4m

B C
Q

a) ainakin 24 m b) ainakin 25 m c¢) ainakin 26 m d) ainakin 27 m

3. Onko olemassa positiivisia reaalilukuja a ja b, joille on voimassa
a)2: (3 +1) 2 Vab b)2: (% +3) > vab
C)21<%+%>:\/% d)2:(%+%)<x/@

4. Tarkastellaan luonnollista lukua

N = 97531097 531097531 097 531 097 531 097 531 097 531 097 531 097 531
097531097 531097531 097 531 097 531097 531097531 097 531 097 531
097531097 531097531 097 531 097 531 097 531097 531,

jossa esiintyvat parittomat numerot laskevassa jarjestyksessa 25 kertaan seka valissa
nollat. Tama luku N on jaollinen kokonaisluvulla

a) 9 b) 5 c)3 d) 11



5. Suomessa lyodaan 5, 10, 20 ja 50 sentin kolikkoja. Kuinka monella tavalla voi
maksaa yhden euron laskun naita kolikkoja kayttamalla?

a) alle 45:114 b) alle 50:114 c) 50:11a d) yli 50:114

6. Polynomin (3z — 1)7 voi purkaa muotoon
a7ac7 + a6x6 + a5ac5 + a4ac4 + a3x3 + ang +a1x + ap.

Kuinka suuri on a7 + ag + a5 + a4 + ag + as + a1?

a) pariton b) negatiivinen c) 129 d) 0
7. Laske r-sateisen ympyran sisdan piirretyn saannollisen kahdeksankulmion
lavistajien pituudet.

8. Olkoon n epanegatiivinen kokonaisluku. Kuinka monella tavalla henkilét A, B ja C'
voivat keskenaan jakaa n samanlaista karamellia?



Perussarjan monivalinnan

vastauslomake

Perussarjan monivalintatehtdvien (6 ensimmdistd tehtdvid) vastaukset palautetaan
talla lomakkeella; perinteisten tehtavien 7 ja 8 ratkaisut voi kirjoittaa erillisille vas-
tausarkeille. Kussakin monivalintatehtavassa voi olla 0—4 oikeata vastausta. Merkitse
vastaavaan ruutuun +, jos vastaus on otkea, ja —, jos vastaus on vadra. Oikeasta mer-
kinnasta saa pisteen, vaardstd tai tulkinnanvaraisesta merkinnasta saa nolla pistetta.
Tehtdvista 7 ja 8 maksimipistemdadra on 6.

Tyoaikaa on 120 minuuttia. Kirjoita myos tehtavien 7 ja 8 vastauspapereihin
selvasti tekstaten oma nimesi ja koulust.

Nimi :

Koulu :

Kotiosoite :

Sihkoposti :




Lukion matematiikkakilpailun
alkukilpailun valisarja

1. Tarkastellaan luonnollista lukua

N = 97531097 531097531 097 531 097 531 097 531 097 531 097 531 097 531
097531097 531097531 097 531 097 531097 531097531 097 531 097 531
097531097 531097531 097531 097 531 097 531097 531,

jossa esiintyvét parittomat numerot laskevassa jarjestyksessa 25 kertaan seka valissa
nollat. Tama luku N on jaollinen kokonaisluvulla

a) 9 b) 5 c)3 d) 11

2. Suomessa lyodaan 5, 10, 20 ja 50 sentin kolikkoja. Kuinka monella tavalla voi
maksaa yhden euron laskun néaita kolikkoja kayttamalla?

a) alle 45:114 b) alle 50:114 c) 50:114 d) yli 50:114

3.  Polynomin (3z — 1)7 voi purkaa muotoon
a7x7 + a6x6 + a5x5 + a4x4 + agx?’ + a2x2 +ai1x + ag.

Talloin a7 + ag + a5 + a4 + a3 + as + a1 on

a) pariton b) negatiivinen c) 129 d) 0

4. Laske r-sdteisen ympyran sisaan piirretyn sdannéllisen 12-kulmion
lavistajien pituudet.

5. Oletetaan, ettd reaaliluvuille x ja y patee (x + vz2 + 1)(y + /y? +1) = 1. Mité
arvoja x + y voi saada?

6. Tomppelinnan kaupungissa noudatetaan palveluiden tuottamisessa ns. tilaaja—tuot-
taja-mallia. Liikennehyvinvointipalvelutilaajajohtaja vaatii, ettd kaupungin liikenne-
hyvinvointipalvelutuottajajohtaja jarjestaisi kaupungin bussilinjat niin, etta jokaisella
linjalla on 4 pysakkié, jokaiselta pysékilta paasee matkustamaan ilman linjanvaihtoa
jokaiselle pysakille ja minkdan kahden pysédkin kautta ei kulje kuin yksi linja. Viikon
kuluttua litkkennehyvinvointipalvelutuottajajohtaja saapuu esitteleméaén kahta vaihtoeh-
toista, eri maaran linjoja sisaltavaa mallia bussiliikenteen jarjestdmiseksi toivotulla ta-
valla. Kuinka monta linjaa malleissa on?



Valisarjan monivalinnan

vastauslomake

Vilisarjan monivalintatehtdvien (3 ensimmdistd tehtdvdd) vastaukset palautetaan
talla lomakkeella; perinteisten tehtavien 4—6 ratkaisut voi kirjoittaa erillisille vastausar-
keille. Kussakin monivalintatehtdvdssd voi olla 0—4 otkeata vastausta. Merkitse vastaa-
vaan ruutuun +, jos vastaus on oikea, ja —, jos vastaus on vaard. Oikeasta merkinndstd
saa pisteen, vaardsta tar tulkinnanvaraisesta merkinnastd saa nolla pistetta. Tehtdvista
4—6 maksimipistemadra on 6.

Tyoaikaa on 120 minuuttia. Kirjoita myos tehtivien 4—6 vastauspapereihin selvdsti
tekstaten oma nimesi ja koulusi.

Nimi :

Koulu :

Kotiosoite :

Sahkoposti :




Lukion matematiikkakilpailun
alkukilpailun avoin sarja

1. Oletetaan, ettéd reaaliluvuille z ja y pétee (z + Va2 +1)(y + /y? +1) = 1. Mita
arvoja x + y voi saada?

2. Oletetaan, etta yksittainen lentokoneen moottori vikaantuu lennon aikana toden-
nakoisyydella p ja eri moottorien vikaantuminen on toisistaan riippumatonta. Tie-
detaan, etta kaksimoottorinen lentokone pystyy lentamaan yhdella moottorilla ja neli-
moottorinen lentokone silloin, kun koneen molemmilla puolilla on ainakin yksi toimiva
moottori. Milla p:n arvoilla kaksimoottorinen kone on turvallisempi kuin nelimoottori-
nen kone?

3. Tarkastellaan tasasivuista kolmiota ABC'. Piste P sijaitkoon lyhyemmaélla kolmion
ABC ympéri piirretyn ympyran kaarella AC. Osoita, ettd |PB| = |PA| + |PC|.

4. Laura ja Risto pelaavat seuraavaa pelida: Poydalla on ¢ > 2 lautasta, jotka ovat
alun perin tyhjia. Jokaisen kierroksen aluksi Laura siirtda osan lautasista vasemmalle
ja loput oikealle puolelleen. Risto valitsee jommankumman puolen lautaset ja lisaa
kullekin yhden rusinan; lisaksi han tyhjentda toisen puolen lautaset. Laura voi paattaa
pelin tahan ja laskea hyvékseen yhden lautasen rusinat, tai muuten peli lahtee uudelle
kierrokselle. Todista, etta jos Risto pelaa parhaalla mahdollisella tavalla, niin Laura voi
voittaa korkeintaan ¢ — 1 rusinaa.

Tyoaikaa on 120 minuuttia.

Tee kukin tehtava omalle konseptiarkin sivulleen.
Merkitse koepaperiin selvasti tekstaten oma nimesi ja
yhteystietosi (koulun nimi, kotiosoite ja sdéhkdpostiosoite).



Gymnasiets matematiktavling
starttavlingens grundserie

Det finns uppgifter pa tva sidor; de sex forsta uppgifterna dar flervalsuppgifter i vilka det
finns 0-4 rdtta svar.

1. Ett tag fardas mellan Ankeborg och Gasafjall. Av restiden gar 5 % at till att
taget star stilla vid olika tillfallen. Man vill forkorta restiden med 10 %, men man kan
inte dndra pa tiden dir taget star stilla. D& maste man oka tagets hastighet med

(“ca” betyder med en procentenhets noggrannhet)

a) 10 % b) under 15 % c) cal2 % d) ca 15 %
2. Av ett metallror framstéaller man en triangelfor- A
mad ramkonstruktion ABC. Konstruktionen forstarks
genom att man forenar mittpunkterna i triangelns si- 3m
dor med varandra med hjéalp av rordelar. I figuren P
invid, som kanhédnda inte &r mattnoggrann, har man R
med tjocksvarta strackor markerat nagra langder pa en
del ror eller rordelar. Hur manga meter ror har man 1,5m Am
anvant i figuren? B
Q
a) minst 24 m b) minst 25 m ¢) minst 26 m d) minst 27 m
3. [Existerar det positiva reella tal a och b for vilka géller att
a)2:(%+%>2\/@ b)zz(%+%)>\/@
C)21<%+%>:\/% d)2:(%+%)<\/%

4. Vi studerar det naturliga talet

N = 97531097531 097531 097531097 531 097 531 097 531 097 531 097 531
097531097 531097531 097 531 097 531097 531097531 097 531 097 531
097531097 531097531 097 531 097 531 097 531097 531,

i vilket de udda siffrorna forekommer i fallande ordning 25 ganger med mellanliggande
nollor. Detta tal N ar delbart med det hela talet

a) 9 b) 5 c) 3 d) 11



5. I Finland praglar man mynt & 5, 10, 20 och 50 cent. Pa hur manga olika satt kan
man betala en rdkning pa en euro genom att anvanda dessa mynt?

a) pa farre &n 45 sétt b) pa farre dn 50 sétt
c) pa 50 satt d) pa fler &n 50 sétt

6. Man kan utveckla polynomet (3x — 1)7 till formen
a7x7 + a6x6 + a5x5 + a4x4 + a3x3 + a2x2 + ai1x + ag.

Hur stor ar summan a7 + ag + a5 + a4 + as + as + a1 ?

a) udda b) negativ c) 129 d) 0
7. Berdkna langderna av diagonalerna i en regelbunden attahorning som ar inskriven
i en cirkel med radien 7.

8. Lat n vara ett icke-negativt heltal. Pa hur manga sétt kan personerna A, B och C
sinsemellan dela pa n likadana karameller?



Svarsblankett for flervals-
uppgifterna i grundserien

Grundseriens flervalsuppgifter (de 6 forsta uppgifterna) besvaras pa denna svars-
blankett. Svaren till de traditionella uppgifterna 7 och 8 kan skrivas pa egna konceptark.
Varje flervalsuppgift kan ha 0—4 rdtta svar. Beteckna med ett + om svaret dar rdtt och
med ett — om svaret dar fel i motsvarande ruta. Rdtt tecken ger en podng medan fel
tecken eller ett otydligt tecken ger noll poang. Mazximipodangen i uppgifterna 7 och 8
ar 6p.

Provtiden dr 120 minuter. Skriv dven pa svarspappren for uppgifterna 7 och 8
tydligt med textbokstaver ned ditt namn och din skola.

Namn :

Skola :

Hemadress :

E-postadress :




Gymnasiets matematiktavling
starttavlingens mellanserie

1. Vi studerar det naturliga talet

N = 97531097 531097531 097 531 097 531 097 531 097 531 097 531 097 531
097531097 531097531 097 531 097 531097 531097531 097 531 097 531
097531097 531097531 097531097 531 097 531097 531,

i vilket de udda siffrorna forekommer i fallande ordning 25 ganger med mellanliggande
nollor. Detta tal N ar delbart med det hela talet

a) 9 b) 5 c) 3 d) 11

2. [ Finland praglar man mynt & 5, 10, 20 och 50 cent. Pa hur manga olika satt kan
man betala en rdkning pa en euro genom att anvanda dessa mynt?

a) pa farre an 45 sétt b) pa farre dn 50 sétt
c) pa 50 satt d) pa fler &n 50 sétt

3. Man kan utveckla polynomet (3x — 1)7 till formen
a7ac7 + a6x6 + a5x5 + a4ac4 + a3x3 + agacQ + a1x + ag.

Hur stor ar summan a7 + ag + a5 + a4 + as + as + a1 ?
a) udda b) negativ c) 129 d) 0

4. Berakna langden av diagonalerna i en regelbunden 12-horning som ar inskriven i
en cirkel med radien 7.

5. Viantar att det for de reella talen x och y galler att (x++vz2 + 1)(y++/y2 + 1) = 1.
Vilka varden kan uttrycket x 4+ y anta?

6. Istaden Stampeborg foljer man vad géller produktion av tjanster en s.k. bestéllare-
producent-modell. Trafikavdelningens tjanstebestallarchef kraver att trafikavdelning-
ens tjansteproduktionschef ordnar stadens busslinjer sa att det pa varje linje finns 4
busshallplatser. Vidare ska man fran varje hallplats utan linjebyte kunna aka vidare till
de ovriga hallplatserna. Ytterligare ska det endast ga en linje mellan tva godtyckligt
valda hallplatser. Efter en vecka anlédnder trafikavdelningens tjansteproduktionschef for
att forevisa tva alternativa modeller innehallande olika antal linjer och vill pa sa satt
ordna busstrafiken pa 6nskat sitt. Hur manga linjer innehaller modellerna?



Svarsblankett for flervals-
uppgifterna i mellanserien

Mellanseriens flervalsuppgifter (de 3 forsta uppgifterna) besvaras pa denna svars-
blankett. Svaren till de traditionella uppgifterna 4—6 kan skrivas pa egna konceptark.
Varje flervalsuppgift kan ha 0—4 ratta svar. Beteckna med ett + om svaret dr ratt och
med ett — om svaret dr fel i motsvarande ruta. Rdtt tecken ger en podng medan fel
tecken eller ett otydligt tecken ger noll poing. Mazximipoangen i uppgifterna 4—6 ar 6p.

Provtiden ar 120 minuter. Skriv dven pa svarspappren for uppgifterna 4—6 tydligt
med textbokstdver ned ditt namn och din skola.

Namn :

Skola :

Hemadress :

E-postadress :




Gymnasiets matematiktavling
starttavlingens oppna serie

1. Viantar att det for de reella talen = och y géller att (z++vz2 4+ 1)(y++/y2 + 1) = 1.
Vilka vérden kan uttrycket x + y anta?

2. Vi antar att en enskild flygmotor far ett fel under en flygning med sannolikheten p
och att olika flygmotorer far fel oberoende av varandra. Man vet att ett tvamotorigt
flygplan kan flyga dven med en motor och att ett fyrmotorigt flygplan kan flyga aven
da minst en av de bada motorerna pa bada sidorna ar i skick. For vilka varden pa p ar
det sdkrare att flyga med ett tvamotorigt plan &n med ett fyrmotorigt plan?

3. Vistuderar en liksidig triangel ABC. Punkten P befinner sig pa den kortare bagen
AC till triangelns omskrivna cirkel. Visa att |PB| = |PA| + |PC]|.

4. Laura och Risto spelar ett spel: Pa bordet finns ¢ > 2 tallrikar vilka till en borjan
ar tomma. I borjan av varje rond flyttar Laura en del av tallrikarna till sin vanstra
och resten till sin hogra sida. Risto véljer tallrikarna fran nagondera sidan och lagger
ett russin pa var och en av dessa tallrikar. Ytterligare tommer han tallrikarna pa den
andra sidan. Laura kan avsluta spelet har och rakna sig tillgodo russinen pa en tallrik.
I 6vriga fall fortsétter spelet med en ny rond. Bevisa: Om Risto spelar pa basta mojliga
satt sa kan Laura vinna hogst ¢ — 1 stycken russin.

Tavlingstiden ar 120 minuter.

Utfor varje uppgift pa en skild sida i ett konceptark.
Texta ditt namn och dina kontaktuppgifter (skolans namn,
hemadress och e-postadress) tydligt pa provpapperet.



Lukion matematiikkakilpailun
alkukilpailun ratkaisut

Perussarjan monivalintatehtavat

L= -1+ -
2. | + | + | - | -
3.+ | - | + | +
A e e I
R e I e
6. | + | - | + | -

P1. Junan nopeus (liikkeelld) on aluksi vy ja matka-aika Tp. Matkan pituus s on
tietenkin muuttumaton. Koska matka-ajasta 5% kuluu aluksi pysdhdyksiin, saadaan

S . S
(1-0,05)Ty 0,95T,°

Vo =

Junan nopeudeksi tulee muutoksen jalkeen v; ja uudeksi matka-ajaksi saadaan

T =2 40,057,
U1

Jotta patisi 77 = 0,907y, taytyy olla

0,9Tp = vi 40,057, < 0,85T, — Ui — y = ﬁ
1 1 ) 0



joten
v —vg _ 8/(0,85Tp) — s/(0,95Tp)  1/0,85—1/0,95
vg 5/(0,95Tp) B 1/0,95
=0,95/0,85—1=10,1/0,85 = 11,8%.

Siis kohta ¢ on oikein.
P2.

C

Koska kolmion sivujen keskipisteitd yhdistava jana on puolet kolmion kolmananesta
sivusta, kukin kolmesta merkitysta pituudesta esiintyy rakennelmassa tasan kolmesti.
Tankoa kuluu siis 3 - (1,5m + 3m + 4m) = 25,5m. Kohdat a ja b ovat oikein.

P3. Ensiksi havaitaan, ettd jos a = b, niin

2:(%+%>:2:<§):a:W:@.

Siis kohdat a ja ¢ ovat mahdollisia. Toinen esimerkki osoittaa, ettd myos kohdan d
epayhtéalo on mahdollinen: jos a =1 ja b = 4, niin

1 1 1 1 5) 8
2.(a+b)_2,(1+4)_2.(4>_5<2_\/1-4.

Tutkitaan viela kohdan b epayhtaloa:

1 1
2 : <E+E) > Vab < 2ab: (b+a) > Vab
< 4a*b* : (a +b)*> > ab <= 4ab: (a+b)* > 1
— 4ab > (a +b)? < 4ab > a® + 2ab+ V?

<= 0>a®>—2ab+b* = (a—b)?,

mikd on mieletontd (huomattakoon, ettd nelionkorotus siilytti vertailun suunnan,
koska luvut olivat positiivisia). Siis kohdan b tilannetta ei voi toteuttaa.

Huomautus: Luku 2 : <% + %) on itse asiassa lukujen a ja b harmoninen kes-

kiarvo, v ab vastaavasti geometrinen keskiarvo. Harmonisen ja geometrisen keskiarvon



suuruusjarjestys oli tunnettu jo vanhalla ajalla osana ns. babylonialaista epayhtalo-
ketjua.

P4. Mikain tarjotuista vaihtoehdoista ei pida paikkaansa, mika todetaan tunnettuja
jaollisuussaantoja kayttaen: Merkitaan kokonaislukuvun N viimeistd numeroa wv:lla,
numeroiden summaa s ja vuorottelevaa summaa a:lla. Huomataan, ettd viimeinen nu-
mero v = 1 ei ole viidelld jaollinen eik& numeroiden summa s = 25-(94+7+5+3+1) =
2525 = 625 = 3 - 208 + 1 edes kolmella jaollinen, joten kohdat a, b ja ¢ ovat vaarin.
Vuorottelevaksi numeroiden summaksi saadaan a = 25-(0—-94 (7—5)+ (3—1)) =
25 (=5) = —125 = —112 — 4, miki ei ole 11:1 jaollinen. Siis mydskéin kohta d ei
pade.

P5. Tarkastellaan hieman yleisempéa tilannetta: Oletetaan, ettd laskun suuruus on
0,1n<€, missa n € N. Laskun voi tietenkin maksaa tasmalleen yhdella tavalla vain viiden
sentin kolikoita kayttien, nimittain 2n viiden sentin kolikolla. Jos kaytettavissa on seké
viiden ettd kymmenen sentin kolkioita, niin tapoja maksaa 0,1n euron lasku on n +
1 kappaletta: kdytetdan k kymmenen sentin kolikkoa ja 2(n — k) viiden sentin kolikkoa,
missa 0 < k < n, k € N. Edelleen jos kaytettavissa on vain 5, 10 ja 20 sentin kolikot, niin
erilaisten maksutapojen maaran voi laskea sen mukaan, kuinka monta 20 sentin kolikkoa
kaytetadn. Jos k on laskun maksamiseen kaytettyjen 20 sentin kolikoiden lukumaéaéra,
niin 0,2k < 0,1n eli £ < |n/2], ja maksettavaksi jaa vield 0,1 - (n — 2k) €, josta jo
tiedetdan, miten monella tavalla sen voi maksaa viiden ja kymmenen sentin kolikoilla.
Tapoja on kaikkiaan

[n/2]
> (n—2k+1)

k=0

n+1+(n—2[n/2|+1)
2

([n/2] +1) - (n+1—[n/2])

([n/2] +1) - (In/2] +1).

([n/2] +1)-

Sovelletaan saatuja tuloksia alkuperiiseen tehtdavaan. Maksussa voi kayttaa 0, 1
tai 2 viidenkymmenen sentin kolikkoa. Jos 50 sentin kolikoita ei kayteta lainkaan, niin
maksun voi maksaa edellisen kaavan mukaan (|10/2| +1)-([10/2] +1) =6-6 = 36 ta-
valla. Yhta 50 sentin kolikkoa kaytettaessa tapoja maksaa loput 50 senttid muunlaisilla
kolikoilla on (|5/2] +1) - ([5/2]+1) = 3 -4 = 12. Lopuksi jai vield mahdollisuus
maksaa euron lasku kahdella 50 sentin kolikolla. Eri tapoja on siis 36 + 12 + 1 = 49 ja
ainoastaan kohta b on oikein.

P6. Merkitiin P(z) = (3z—1)" = arz” +agx® +as2° + asz* +azx® +asr? + a1zt +ao.
Saadaan

7 7
CL7+CL6+CL5+CL4+CL3+CL2+CL1:Zak: (Zak) — ag
k=1 k=0
=P(1)-P0)=B-1-1)"=(0—-1)"=2" — (-1 =128 + 1 = 129.

Siis kohdat a ja c ovat oikein ja muut vaarin.



Perussarjan perinteiset tehtavat

P7. Saannolliselld kahdeksankulmiolla on kolmenpituisia lavistajia: kahden, kolmen
ja neljan sivun murtoviivaa vastaavat. Pisimmaét naista ovat myos vastaavan ympyran
halkaisijoita ja niiden yhteinen pituus on siis d = 2r. Lyhyimmaéat ovat tarkasteltavan
ympyran sisdan piirretyn nelion sivuja, ja niiden pituus a saadaan Pythagoraan lauseella

a2 =r24+r?=a=rv2
Kolmannen lavistajanpituuden maarittdmiseksi asetetaan sdannollinen kahdeksankul-

mio koordinaatistoon niin, ettd symmetriakeskipiste on origossa ja yksi kérjista pis-
teessé (r,0). ( )

o
o

T4#ll6in yhden livistijin padtepisteet ovat (r,0) ja (r cos(37/2), rsin(37/2)) = (—r/v/2,7/v/2),
joten keskimmaista pituutta olevien lavistajien pituudeksi saadaan

b=/ (r = (=1/V2)? + (0 — /2
= r\/<(x/§+ 1)/\/§>2 + (1/v2)2

2 1
:g\/(ﬁﬂ) +1:g\/2+2\f2+1+1:m/1+§ﬁ.

Vastaus: Sdannollisen monikulmion lavistajien pituudet ovat r\/i ri/1+ %\/ﬁ ja 2r.

P8. Jako voidaan tehda seuraavasti: Jakajalla on n karamellin lisaksi kaksijakomerkkia.
Hén asettaa ndméa n + 2 kappaletta riviin, jolloin A saa vasemmanpuoleisen jakomerkin
vasemmalle puolelle jaaneet karamellit, B jakomerkkien valiin jaavat karamellit ja C'
loput. Jakaja tulee siis valinneeksi jakomerkkien paikat n + 2 mahdollisesta paikasta,
joten jaon voi tehda

n>+n+1

<n+2> _(n+2)(n+1) _ n*+3n+2 1

1, 3
2 2 2 27 2

tavalla.



Valisarjan monivalintatehtavat

3. + | - | + | -

Monivalintatehtavien valilla on vastaavuudet V1=P4, V2=P5 ja V3=P6.

Valisarjan perinteiset tehtavat

V4. Nimetdén 12-kulmion kérjet P;:ksi (i € {0,---,11}) positiiviseen kiertosuuntaan
lukien. Koska 12-kulmio on sdénnéllinen, selvitettdvéana ovat pituudet |PyPs|, |PoPs/,
| PoPy|, | PoPs| ja | PoPs|. Merkitéan liséksi 12-kulmion symmetriakeskipistettd O:lla.

Py
Py P
P5 Pl
P6 ® P()
P, Py
Py e Pyg
9

Naistd PyFPg on 12-kulmion ja ympyran halkaisija, joten sen pituus on 2r. Lavistajat
PyPs, PyP; ja PyP, ovat my0s tarkasteltavan ympyréan sisaan piirrettyjen saannollisen
kuusikulmion, nelion tai tasasivuisen kolmion sivuja.

Y M/ Y
VAN



Lisdksi huomataan, ettd PyP>O ja PyP3O ovat kolmioita, joiden sivuista kaksi ovat
ympyran sateitd. Koska edellinen on tasasivuinen ja jalkimmaéinen suorakulmainen,
niin |PyPy| = 1 ja |PyPs| = rv/2.

Kolmio Py P, Ps on tasasivuinen, ja sen sivun pituus saadaan tutulla tavalla tarkas-
telemalla kuvion pientéd suorakulmaista kolmiota PyOQ.

Py Py

P{ | v----= P

Py Py

Saadaan |PyPy| = 2|PyQ| = 2r cos(n/6) = 2r - (v/3/2) = /3.
Lévistdjan PyPs pituuden laskemiseksi valitaan koordinaatit niin, ettd O = (0,0)
ja Py = (r,0). T&llin Ps = r(cos(57/6),sin(57/6)) = (—rv/3/2,7/2)

(—rv/3/2,7/2)

Saadaan

PoPs| =\ (r = (=rv/3/2))2 + (0 — r/2)2 = J (1+(3/2) + (122

:r\/1+¢§+3/4+1/4:r\/m.

Vastaus: Lavistéjien pituudet ovat r, rv/2, rv/3, 7v/2 + /3 ja 2r.

Huomautus: Tehtavan voi ratkaista tietenkin monella tavalla geometrian, trigonomet-
rian ja analyyttisen geometrian tietojen avulla. Erityisen miellyttavaksi laskut tulevat,




jos taitaa kompleksiaritmetiikkaa: esimerkiksi 12-kulmion kérjet ovat talloin kompleksi-
lukuja 2%, missé i € {0,1,...,11} sekd z = v/3/2 +1/2, ja toiseksi pisimmén livistijin

pituus on
ﬂf—&p:ﬁ—¢@2—vﬂ:rV2+¢§

V5. Tehtavananto siis kertoo, ettd luvut x + V22 + 1 ja y + +/y? + 1 ovat toistensa
kaanteislukuja. Toisaalta

B 1 B Vit +1—x
vez+1l+z  (Va2+1—2) (Va2 +1+2)
2 1— 2 1—
:\/ac—i— x:\/x—i— T _ /7362_‘_1_%
22 +1— 22 1
Siis Va2 + 1 —2 = (z + Vo2 +1)7! =y + /92 + 1. Lukujen z ja y roolit voi tietysti
vaihtaa, ja saadaan yhtalopari
{x+v@1+ =—y+y2+1
—r+Vai+l=y+y?+1,

josta laskemalla puolittain erotukset seuraa

2r=a+ V21— (—o+ Va2 + 1) = —y+ VP 1= (g2 1) = -2y

elix=—-yeliz+y=0.

(x+ Va2 41)71

Vastaus: = + y on vakio 0.

V6. Olkoon P yksi mallin pysakeista, ja tarkastellaan kaikkia pysakin P kautta kulkevia
linjoja. Kuvataan linjoja pysédkkien joukkoina; merkitdan kaikkien pysakkien joukkoa
P:la. Jos L ja L' ovat kaksi pysakin P kautta kulkevaa linjaa, niin P on niiden ainoa
yhteinen pysakki. Toisaalta jos () on mika tahansa pyséakki, niin on olemassa linja L,
jolle P,@Q € L. Siis P:n kautta kulkevat linjat osittavat joukon P~ {P}. Koska jokaisella
linjalla on nelja pysakkid, tasta seuraa |P| = 1 4 3k jollakin k£ € N,

Selvasti yksi malli on sellainen, jossa |P| = 4 ja kaikkien pysékkien kautta ajaa yksi
ainokainen linja. Tarkastellaan toista mallia, jossa |[P| > 4. Koska k > 2, pysdkin P
kautta kulkevat eri linjat L ja L', joista L kulkee jonkin pysdkin ) # P ja L’ jonkin
pysiakin Q' # P kautta. Tiedetaén, etta Q # Q' ja on olemassa linja L*, jolle Q, Q" € L*.
Tama linja L* ei voi kulkea pysakin P kautta, koska L on ainoa linja, jolle P, € L,
jaL# L* silld Q' ¢ L, Q € L*. Tilausvaatimusten mukaan jokaisella linjan P kautta
kulkevalla £ linjalla on L*:n kanssa tdsmaélleen yksi pysékki. Tésté seuraa k = |L*| = 4.
Siis

Pl=1+3-4=13.

Osoitetaan viela, etta tallainen 13 linjan malli on mahdollinen. Merkitdan yksin-

kertaisuuden vuoksi pysakkeja luvuilla 1:std 13:een. Linjoiksi valitaan

{1,2,3,4}, {1,5,6,7}, {1,8,9,10}, {1,11,12,13},
{2,5,10,12}, {2,6,8,13}, {2,7,9,11},
{3,5,8,11}, {3,6,9,12}, {3,7,10,13},
{4,5,9,13}, {4,6,10,11}, {4,7,8,12}.



Linjakartta nayttaa seuraavalta:

Rutiinitarkastus osoittaa, ettd milla tahansa kahdella linjalla on vain yksi yhteinen
pysakki. Kukin linja kattaa kuusi pysakkiparia, joten tasta ensimmaéisestd huomiosta
seuraa, ettd yhteensa linjat kulkevat 13 - 6 = 78 pysakkiparin kautta. Koska

13 13-12
=2 " _13.6=
(2) 5 3-6=T8,

kukin pysakkipari on hoideltu ja linjamalli tayttaa vaatimukset.

Huomautus: Ratkaisussa esitelty 13 linjan malli on esimerkki ns. aarellisesta
geometriasta. Tassa yhteydessa linjoja ja pysidkkeja nimitetdan pikemminkin suoriksi
ja pisteiksi. Adrellisen geometrian aksioomat vaativat, ettd mitkd tahansa kaksi suoraa
leikkaavat tdsmalleen yhdessa pisteessa ja ettd minka tahansa kahden pisteen kautta
kulkee yksikasitteinen suora.

Aégrellisia geometrioita muodostetaan tyypillisesti projektiivisina geometrioina.
Tehtavan tapauksessa lahdettaisiin liikkeelle Rubikin kuutiosta, joka muodostuu 27 pikku
kuutiosta. Sopivalla koordinatisoinnilla pikkukuutioiden keskipisteet ovat pisteissa (z, y, z),
missé x,y,z € {—1,0,1}. Kun origokeskinen pikkukuutio poistetaan ja vastakkaisilla
puolilla olevat pikkukuutiot samastetaan (eli origon kautta kulkevat suorat projisioi-
daan pisteiksi), jaa jéljelle (27 — 1)/2 = 13 pistettd. Origon kautta kulkevat diskreetit
tasot muuttuvat tassa projektiossa muodostuvan aarellisen geometrian suoriksi. Kun
pisteiden (x,y, z) sijasta viitataan pisteisiin luvuilla 92 4+ 3y + 1, saadaan tehtdvén
linjakartta.

Avoin sarja

A1=V5.

A2. Kaksimoottorinen kone pystyy lentdméasn todennikoisyydelld 1 — p? ja nelimoot-
torinen todennikdisyydelld 1 — p* — 4p3(1 — p) — 2p?(1 — p) ; timi saadaan tapauksista
" kaikki moottorit vikaantuvat”, ”kolme moottoria vikaantuu ja yksi ei” (télld yhdellda on
a a a neljd mahdollisuutta) ja ”kaksi saman puolen (kaksi mahdollisuutta) moottoria vi-
kaantuu, mutta toisen puolen moottorit eivat”. Kaksimoottorinen kone on turvallisempi
kaikilla niilla p:n arvoilla, jotka toteuttavat ehdon

1—p*>1—p' —4p*(1—p) —2p*(1 —p)> =1+p* —2p°



eli p? > p*. Tam4 toteutuu aina, kun 0 < p < 1.

Vastaus: Kaksimoottorinen on turvallisempi kaikilla p, joille 0 < p < 1; jos p = 0 tai
p = 1, kaksi- ja nelimoottorinen lentokone ovat yhta turvallisia.

A3. Piirretaan kuva tilanteesta:

C

Ensiksi havaitaan, etta

JBAC =<4BPC =7/3=<9BCA=<BPAja<PBC=<4PAC,

kunkin parin kohdalla on nimittain kyse yhteista keskuskulmaa vastaavista kehakulmista,
joka kahden ensimmaéisen parin kohdalla on 27 /3. Valitaan janalta PB piste D, jolle
|BD| = |PA|.

C

A v B
Koska <DBC = <PBC = 4PAC, |PA| = |DB| ja |AC| = |BC], niin kolmiot DBC ja
PAC ovat yhtenevid. Erityisesti «CDB = 4CPA = 4CPB + <BPA=7n/3+7/3 =

27 /3, joten vastaava kehdkulma on SCDP = <BDC/2 = /3. Koska ¥CDP =
JIBPC = 7/3, niin kolmio CDP on tasasivuinen. Siis

\PB| = |PD| + |DB| = |PC| + |PA| = |PA| + | PC).



Tapa 2: Tarkastellaan r-sateisen ympyran kulmaa ¢ vastaavaa jannetta. Kun koor-
dinaatisto kiinnitet&én sopivasti, niin janteen paatepisteet ovat (rcos(y/2),rsin(¢/2))
ja (rcos(p/2), —rsin(e/2)). Janteen pituudeksi saadaan siis

2rsin(p/2).

Merkitaan ¢:11a kaarta C'P vastaavan keskuskulman suuruutta. Sinin yhteenlaskukaa-
valla saadaan

2sin(m/3 + a) = 2(sin(7/3) cosa + cos(m/3) sin )

1
=2 <§ cos o + 5811105) = \/gcosa—i—sin&.

Kaikkiaan

|PA|+ |PC| = 2rsin((21/3 — ¢)/2) + 2rsin(p/2) = r(2sin(r/3 — ¢/2) + 2sin(p/2))
= (V3 cos(—p/2) + sin(—p/2) + 2sin(p/2))
= (V3 cos(p/2) — sin(p/2) 4 2sin(¢/2))
= (V3 cos(p/2) + sin(¢/2)) = r(2sin(r/3 + ¢/2)) = 2r(sin((27/3 + ¢)/2))
= |PB|,

sillé kaarta PB vastaavan keskuskulman suuruus on 27/3 + ¢.

A4. Todistetaan, ettd seuraava invariantti pysyy totena Riston parhaalla pelilla: Jo-
kaisella 7 < ¢, 7 € N, on korkeintaan ¢ — j lautasta, joilla on vahintdan j rusinaa. Tama
on triviaalisti totta pelin aluksi, silla lautaset ovat silloin tyhjia ja 0 < £ — j jokaisella
positiivisella kokonaisluvulla j < ¢ seka lisdksi £ < ¢ — 0. Oletetaan, etta k kierrok-
sen jalkeen niiden lautasten lukumaéra, joilla on véhintdan j rusinaa, on a; < j — £,
kun j < £ ja j € N. Naista a; lautasesta Laura siirtda vasemmalle b; kappaletta ja
oikealle c¢; kappaletta. Merkitadn r:11a suurinta rusinoiden lukumaéraa, mitd milldan
lautasella on; induktio-oletuksen mukaan r < /, silla ay < ¢ — ¢ = 0. Symmetrian
vuoksi voidaan olettaa, etta ainakin yksi niista lautasista, joilla on r rusinaa, on vasem-
malla. Siis b, > 0. Risto tyhjentaa vasemmanpuoliset lautaset ja lisda oikeanpuoleisille
lautasille kullekin yhden rusinan, Jokaisella positiivisella kokonaisluvulla 7 < ¢ on nyt
cj—1 lautasta, joilla on vahintaan j rusinaa. Koska induktio-oletuksen mukaan

cj_lzaj_l—bj_lSaj_l—br<aj_1SE—(j—l)zﬁ—j—i-l,

niin ¢;_; < ¢ — j. Tapauksessa j = 0 induktiovaite on triviaalisti totta. Siis Riston
parhaalla pelilla milldan lautasella ei ole rusinoita enemmén kuin ¢ — 1.



