Lukion matematiikkakilpailun
alkukilpailun perussarja

Ratkaisut.

1. Tasasivuisen kolmion ja nelion piirit ovat yhta suuret. Talloin nelion pinta-alan suhde
kolmion pinta-alaan on

a) > 1 b) > 2 c) V3 d) %
Ratkaisu. Kolmion sivu a ja nelion b, 3a = 4b. Kolmion pinta-ala ?a . %a = ‘/3“2 ja
nelion b?. Alojen suhteeksi saadaan

b? 3V/3

T 0
2. Olkoon z > 0, y > 0 ja xy > 1. Lauseke
(2+3) =3) (w+d)

)
sievenee muotoon
W@y I (@) Q) (&=

(z +y)v

Ratkaisu. Sievennetian

s e oes)” () () ()7 ey




3. Puutarhan hedelmépuista 55% on omenapuita ja 45% péaaryné- ja kirsikkapuita. Kir-
sikkapuita on 25% enemmén kuin padrynapuita. Puutarhan puista on kirsikkapuita
talloin
a) 20% b) 25% c) 30% d) < 2

Ratkaisu. Olkoon puiden kokonaismadra y. Nyt padryna- ja kirsikkapuita on 0,45y.
Jos padrynapuiden maéra on x, niin kirsikkapuita on 1,25x. Siispa = + 1,252 = 0,45y,
. o . 045, _ 5 1 . . 1 A .
eli 2,25x = 0,45y ja x = 7350 = 35Y = 5 Koska paédrynédpuita on sy, on kirsikkapuita

25 prosenttia kaikista puista, eli vaihtoehdot 25% ja < % ovat oikein.

4. Olkoot a ja n positiivisia kokonaislukuja. Milli seuraavista luvuista erotus a"** — a™
on varmasti jaollinen?

a) 4 b) 15 c) 8 d) 9

Ratkaisu. Jos a = 2jan = 1, on a"™ —a™ = 32—2 = 30, joten luku ei ole vilttamaitta
yvhdeksélla, kahdeksalla tai neljalla jaollinen. Koska

a"tt —a" = a" (a4 - 1) = (a2 + 1) (a—1)a"(a+1),

on tulossa aina kolme perakkéisté kokonaislukua, joten se on jaollinen kolmella. Lisédksi
jos jokin luvuista a, a — 1 ja a + 1 on jaollinen viidella, on tulo varmasti jaollinen
luvulla 15. Jos taas mikédan néaistd ei ole jaollinen viidelld, on luvun a jakojaannos
viidella jaettaessa joko 2 tai 3. Néissa tapauksissa:

(5k+2)?+1 = 25k?+20k+-5 = 5(5k?4k+1) ja  (5k+3)*4+1 = 25k*4+-30k+10 = 5(5k*+6k+2),
eli tekija a® 4 1 on jaollinen luvulla 5. Joka tapauksessa luku on siis jaollinen 15:114.

5. Jos reaaliluku z toteuttaa ehdot |z| < 10 ja x # 1, silloin

2z
2z — 2‘
a) on aina > 3

b) voi olla > 21 sopivalla

¢) on aina < 20

d) annetut lahtotiedot eivit mahdollista mitdén edellisid padtelmia

Ratkaisu. Jos |z| < 10, niin |2z| < 20, joten —20 < 2z < 20, joten —41 < 2x — 2z <
—1, jasiis |2 — 2| > 1. Nyt

21 2¢] 20
= <—=20
21’—21} 20 —21] 1 ’

joten vdite c) on ainakin tosi. Viitteet b) ja d) eivit siis voi olla tosia. Jos valitaan
r = —9, saadaan

‘ 2z ‘ 18 <1
20— 211 39 7
joten myoskddn véite a) ei ole tosi.

6. Olkoot a, b, ¢ ja d positiivisia reaalilukuja, joille jokainen tuloista abc, abd, acd ja bed
on rationaaliluku. Mitka seuraavista véitteistd pitavit varmasti paikkaansa?



a) Tulo abed on rationaalinen.

b) Summa a? + b* + ¢* + d* on rationaalinen.

¢) Summa a® + b* + ¢ + d* on rationaalinen.

d) Jos my6s summa ab + ac + ad + be + bd + cd on rationaalinen, niin a on rationaalinen.

Ratkaisu. Tunnetusti kuutiojuuret /2 ja /4 eivit ole rationaalisia. Jos a = b = ¢ =
d = +/2, niin talloin
abc = abd = acd = bed = 2,

eli ndma tulot ovat rationaalisia, mutta lausekkeet
abed = 2¥/2 ja 4+ +d? =44

eivat ole rationaalisia. Siten vditteet a) ja b) eivét aina ole tosia.

Voimme todeta, etta jokainen kuutioista

3 abc-abd-acd 5 abc-abd-bed 4 abc-acd-bed , abd-acd - bed

bed)? . (@ed? O C T (@d® T (abe)

on rationaalinen. Titen summan a®+b%+c®+d® on myds varmasti oltava rationaalinen,
ja véitteen c) tosi.

Lopuksi, olettakaamme, ettd summa ab+ac+ad+bc+bd+cd on rationaalinen. Voimme
todeta, etta tulot

abc - abd 2o abc - acd 2d = abd - acd

29
b= bed bed
ovat kaikki rationaalisia. Koska
a(ab+ ac + ad + bc + bd + cd) = a* b+ a® ¢ + a* d + abc + abd + acd,

ja koska jokainen oikean puolen termeista on rationaalinen, on myds osamaéran

a’b+ a®c+ a®d + abe + abd + acd
a:
ab + ac + ad + be + bd + cd

oltava rationaalinen, ja véite d) on varmasti tosi.

. Opettaja keksii harjoituksen, jossa treenataan vihennyslaskuja. Opettaja kirjoittaa tau-
lulle luvut 1, 2, ..., 100. Kukin oppilas tulee vuorollaan taululle, pyyhkii pois kaksi lukua
ja kirjoittaa taululle niiden erotuksen. Opettaja vilkaisee taululle vasta kun viimeisené
vuorossa oleva oppilas pyyhkii pois kaksi viimeista lukua ja kirjoittaa niiden erotuksen,
joka on 7. Opettaja silmailee luokkaa ja toteaa: "Joku teistd laski vaarin.” Mista hén
tiesi?

Ratkaisu. Jos taululta pyyhitaédn kaksi parillista numeroa, on erotus parillinen. Sa-
moin jos pyyhitdan kaksi paritonta numeroa, on erotus parillinen. Jos oppilas pyyhkii
parittoman ja parillisen numeron, on erotus pariton. Kaikissa tapauksissa parittomien
numeroiden lukuméaré joko pysyy samana tai vihenee kahdella. Koska parittomia nu-
meroita oli aluksi 50, ei niitd missddn vaiheessa voi olla paritonta méaréda. Siis viimeisen
numeron on oltava parillinen, jos kaikki ovat laskeneet oikein.



8. Jukka on loytanyt loistavan piilopaikan karamellipurkilleen kahden lierionmuotoisen
késidesipullon takaa suorakulmaisessa nurkassa (ks. kuva). Kuinka suuri voi olla purkin
halkaisija d korkeintaan, kun purkin halutaan olevan taysin piilossa ja kasidesipullojen
halkaisijat ovat r?

kéasidesipullot

.

karamellipurkki

Ratkaisu. Piirretaan apukuvio:

Tuntematon = voidaan ratkaista, kun huomataan, ettd kuvioon muodostuu suorakul-

mainen kolmio, jonka hypotenuusa on % ja toinen kateetti |7"%d| Siispa

2 2
2 <d+r> B <r—d> o
2 2

Liséksi nurkan etaisyys siita pisteesta, jossa 5-sateinen ympyra sivuaa seinaa on 5. Té-

ten niiden pisteiden etéisyys toisistaan, joissa késidesipullot sivuavat seinid on /2 (g + dr).
Yhdistamaélla késidesipullojen keskipisteet toisiinsa ja siihen pisteeseen, jossa pullo si-
vuaa seindé, saadaan seuraava kuvio:

r/2 r/2

45° 45°
VT V)




Tasta saadaan helposti yhtalo

ﬂ(%ﬁ@)zwzﬁ,

josta saadaan

\/§<65l+\/%>:r+22r%:r<l+i>,

eli

%+\/ﬁ—r<l+%>:0,

josta toisen asteen yhtélon ratkaisukaavalla

Vo + (V22 +4-Lr(14+ L
N \/( 2): A+ 2):—\/Fi r(24v2).
V2

Ainoastaan plusmerkillinen kelpaa, joten joten

d:(—\/F+\/m>2:r(1+2+f—2m):r(3+\/§—2m).



Lukion matematiikkakilpailun
alkukilpailun valisarja

Ratkaisut

1. Tasasivuisen kolmion ja nelion piirit ovat yhta suuret. Talloin nelion pinta-alan suhde

kolmion pinta-alaan on

a) > 1 b) > 2 @% 01)4—3g

EP.
2(1

Ratkaisu. Kolmion sivu a ja nelion b, 3a = 4b. Kolmion pinta-ala
nelion b®. Alojen suhteeksi saadaan

¥ 3V3

V3 1612
Pegr 4

2
xr— 2

2. Jos reaaliluku z toteuttaa ehdot |z| < 10 ja = # 1, silloin 5

a) on aina > 3

b) voi olla > 21 sopivalla z

¢) on aina < 20

d) annetut lahtotiedot eivat mahdollista mitaén edellisid padtelmia

Ratkaisu. Jos |z| < 10, niin |2z| < 20, joten —20 < 2z < 20, joten —41 < 2z — 2z <
—1, jasiis |2 — 2| > 1. Nyt
|2x| 20

20 ‘— <= =20
20— 21| |2z —21] 1 77

joten vdite c) on ainakin tosi. Viitteet b) ja d) eivit siis voi olla tosia. Jos valitaan

r = —9, saadaan
2x

2z — 21

18
3!
‘ 39

joten myoskddn véite a) ei ole tosi.



3. Olkoot a, b, ¢ ja d positiivisia reaalilukuja, joille jokainen tuloista abc, abd, acd ja bed
on rationaaliluku. Mitka seuraavista véitteistd pitavit varmasti paikkaansa?

a) Tulo abed on rationaalinen.

b) Summa a® + b? + ¢ + d? on rationaalinen.

¢) Summa a® + b + ¢ + d* on rationaalinen.

d) Jos myés summa ab + ac + ad + be + bd + cd on rationaalinen, niin a on rationaalinen.

Ratkaisu. Tunnetusti kuutiojuuret /2 ja /4 eivit ole rationaalisia. Jos a = b = ¢ =
d = /2, niin tallin
abc = abd = acd = bed = 2,

eli nAmaé tulot ovat rationaalisia, mutta lausekkeet
abed = 23/2 ja P+ +dP=4V4

eivat ole rationaalisia. Siten vditteet a) ja b) eivét aina ole tosia.

Voimme todeta, etté jokainen kuutioista

3 abc-abd-acd 5 abc-abd-bed 4 abc-acd-bed , abd-acd - bed

bed)? . (@ed? " (@d® T (abe)

on rationaalinen. Taten summan a®+b®+c®+d® on myds varmasti oltava rationaalinen,
ja véitteen c) tosi.

Lopuksi, olettakaamme, ettd summa ab+ ac+ad~+bc+bd+cd on rationaalinen. Voimme
todeta, ettd tulot

abc - abd o abc - acd 2= abd - acd

bed bed bed

a’b =
ovat kaikki rationaalisia. Koska

a(ab+ ac+ ad + be + bd + cd) = a® b + a® ¢ + a* d + abc + abd + acd,

ja koska jokainen oikean puolen termeistd on rationaalinen, on myds osamaéran

a’b+ a®c+ a®d + abe + abd + acd
a:
ab + ac + ad + be + bd + cd

oltava rationaalinen, ja véite d) on varmasti tosi.
4. Maarita kaikki suorakulmaiset kolmiot, joiden sivut ovat aritmeettisen jonon perakkai-
sia jasenia.
Ratkaisu. Kolmion sivut voidaan kirjoittaa muodossa b, ¢ ja bi; Pisin sivu on hy-
potenuusa. Koska keskiarvo ei voi olla pisin, voidaan olettaa, ettd hypotenuusa on c.

Saadaan yhtéalo
2
o) -

4b% 4+ b2 + 2 + 2bc = 42,

eli



joka sievenee muotoon
5% + 2bc — 3¢? = 0,

b\’ b
5() +2--3=0,
C C

b —2++64 —248

josta saadaan (Huom! ¢ # 0)

jolloin

c 10 10

Suhdeluku ei voi olla negatiivinen, joten % = % Ainoat ehdon tayttavat kolmiot ovat siis
yhtenevia sellaisen suorakulmaisen kolmion kanssa, jonka sivut ovat 3,4, 5. Téllainen
kolmio selvésti toteuttaa ehdon, silld erotus on vakio.

. Kuvan ympyran halkaisijalle piirretaédn kaksi puoliympyréda. Maarita janteiden pituuk-
sien a ja b funktiona se pinta-ala, joka jaa jaljelle, kun puoliympyrat leikataan kuviosta
pois. Janteet ovat yhdensuuntaisia halkaisijan kanssa. Voidaan olettaa tunnetuksi, etta
puoliympyrat eivat leikkaa toisiaan eivitka ole paallekkain.

b

VRN

N |

| 1

Ratkaisu. Siirretdan toinen puoliympyra ympyran alapuolelle, toinen pysyy ylapuolis-
kossa. Siirretadn lisdksi molempien puoliympyroiden keskipisteet ison ympyrén keski-

pisteeseen:

N
N




Oletetaan, etté ison ympyrin side on r. Tilloin ison ympyréin ala on mr?. Tarkastellaan
puoliympyrad, joka sivuaa jannettd, jonka pituus on a. Piirretdén jana ison ympyrin
keskipisteesta tamén jénteen ja ison ympyran kaaren leikkauspisteeseen. P1kkupuohym—

a

2
pyrin siteen nelioksi saadaan néin 7% — % . Taméan puoliympyrin ala on siis 2 (r — 2—2)

Vastaavasti toisen puoliympyran ala on % (7’ — —) Yhteensa jéljelle jaanyt ala on siis
g(a, + b2)
. Ratkaise kokonaislukujen joukossa yhtilo z* — y* = 2020.

Ratkaisu. Voidaan olettaa lukujen x ja y olevan epanegatiivisia. Talloin x > y. Koska
(z° — ) (2% + y*) = 2020 = 2* - 5- 101

ja 101 > 22 .5 = 20, sekid 2? + y*> > 2% — y?, on oltava 101 | (22 + y?). Lisiksi on
oltava 22 + 3% = 22 — y? mod 2. Nyt on itse asiassa molempien lukujen oltava kahdella
jaollisia. Siispa 202 | (z* + y?) ja 2 | (2#? — y?). Tarkasteltavana on kaksi tapausta:

22 +y? = 202 ) 2® +9?=1010
tal
1’2—3/2:10 1’2—y2:2

Ensimmaisessi tapauksessa on 2x? = 212, eli 22 = 106, eli ei kokonaislukuratkaisuja.
Toisessa tapauksessa taas 222 = 1012, eli 22 = 506, ja talloinkdin ei ole ratkaisuja.



Lukion matematiikkakilpailun
alkukilpailun avoin sarja

Ratkaisut.

1. Vanhoilla herroilla Niemi, Ranta ja Saari on jokaisella yksi poika. Poikien etunimet
ovat Asko, Esko ja Usko. Jokaisella on isdnséa sukunimi. Liséksi tiedetaédn, etté

1) Vanha herra Ranta on kalju.

2) Eskon hiukset ovat hartioille asti.

3) Vanha herra Niemi ei ole koskaan ollut lentokoneessa.

4) Eskon isalla on lyhyet hiukset.

5) Yksi vanhoista herroista on kokenut lentéja ja hdnen hiuksensa ovat yhta pitkat kuin
Eskolla.

6) Uskon isé kalastaa vanhan herra Saaren kanssa sunnuntaisin.

Vastaa seuraaviin kysymyksiin huolellisesti ja loogisesti perustellen.

a) Mika on Askon sukunimi?
b) Kuka vanhoista herroista on lent&ja?

c) Miké on Eskon sukunimi?

Ratkaisu. Tehdaén seuraavia havaintoja: Uskon sukunimi ei ole Saari, silld Uskon isa
kalastaa vanhan herra Saaren kanssa. Lisdksi Eskon sukunimi ei ole Ranta, koska Eskon
isélla on lyhyet hiukset ja vanha herra Ranta on kalju. Vanha herra Ranta ei myoskaan
ole kokenut lentaja, silla kokeneen lentéajén hiukset ovat yhta pitkat kuin Eskolla, jolla
on hartioille asti hiukset. Lentdja ei myoskaén ole Niemi, sill& vanha herra Niemi ei ole
koskaan ollut lentokoneessa. Lentdjan on pakko olla siis Saari.

Lentédjan hiukset ovat yhté pitkat kuin Eskolla, eli hartioille. Koska Eskon isén hiukset
ovat lyhyet, ei Eskon isa voi olla Saari eikd Ranta. Eskon sukunimi on siis Niemi.

Koska Esko on Niemi ja Usko ei ole Saari, on Askon pakko olla Saari.
Siispa: a) Saari b) Saari ¢) Niemi.
2. Ympyran kehélta on valittu nelja eri pistettd A, B, C ja D, tissé jarjestyksessd, ja ne

jakavat kehan kaariin AB, BC, C'D ja DA, joiden keskipisteet ovat X, Y, Z ja W,
téssa jarjestyksessd. Osoita, ettéd janojen X Z ja YW leikkauskulma on suora kulma.



k\ Y
Huomataan, ettd pisteeseen X muodostuva kulma (piirretty kuvaan) on jannettd Y Z
vastaava kehdkulma. Pisteeseen Y piirretty kulma taas puolestaan on jannetta X W
vastaava kehdkulma. Koska Y Z ja XW kattavat yhteensa puolet kehésta, on vastaava

keskuskulma 180 astetta, ja pisteisiin X ja Y muodostuneiden kulmien summa siis
90 astetta. Téten leikkauskulma on suora.

x:ery — y3
mery — x12

positiivisten reaalilukujen z ja y joukossa.

. Ratkaise yhtaloryhmé

Ratkaisu. Todetaan ensin, ettd jos = 1, niin my6s y = 1, ja toisinpain, eli mikéli
y = 1, niin x = 1. Nyt voidaankin olettaa, ettd molemmat ovat erisuuria kuin yksi.

Yhtaloparin jalkimmaéisestd yhtélostd saadaan y = '/ Sijoitetaan ensimméiiseen
yhtaloon:
L — g 35/h)

joten x +y = xg—&. Koska z ja y ovat positiivisia, patee x +y = 6. Yhtalopari muuttuu
26 = B
yb = 212

nyt muotoon
jakamalla saadaan (z + 3)(z —2) = 0. Ratkaisu © = —3 ei kelpaa. Siispa x = 2. Télléin

y = 4 ja tama todellakin toteuttaa yhtaloparin, silla

26 = 43
46 = 212,



4. Maaritd kaikki positiiviset kokonaisluvut z ja y, joilla patee z! = y? — 2020.

Ratkaisu. Huomataan ensin, etti jos > 5, niin 5 | 2!, joten 5 | 4%, jolloin 5 | y ja 5% | y2.
Jos siis z > 10, niin 52 | z! ja 5% | (y* — z!), eli 5% | 2020, mik& ei ole mahdollista. Siispa
x > 9. Huomataan, ettd 442 = 1936, 452 = 2025 ja 46% = 2116. Kun = = 1,2, 3,4,
ovat lausekkeen ! + 2020 arvot 2021, 2022, 2026, 2044, joten néissi tapauksissa ei ole
ratkaisua. Jos x > 5, pétee 5 | (2020 + z!). Télloin on myds oltava 52 | (2020 + z!), eli
2020 + x! = 0 mod 25. Huomataan, ettd 4! = —1 mod 25, joten

5!'= 20 mod 25, 6! = 20 mod 25, 7! = 15 mod 25, 8! = 20 mod 25 ja 9! = 5 mod 25.

Ainoastaan siis 5% | (9! + 2020). Lasketaan: 9! = 362880, joten 9! + 2020 = 364900 =
102 - 3649. Koska 60% = 3600 ja 612 > 3700, ei luku 3649 voi olla nelié. Ratkaisuja ei
siis ole.



