Perussarjan alkukilpailun 2021 ratkaisut

Tehtava 1. Maa-alue on lohkottu tonteiksi. 10% tonteista on rantatontteja, joiden hinta
neliometrid kohti on 6-kertainen verrattuna tontteihin, joissa ei ole rantaa. Kuinka monta
prosenttia koko alueen hinnasta on rantatonttien osuus?

a) Vihintdan 30%
b) 40%

c) 25%

d) korkeintaan 30%?

Ratkaisu. Oikea vastaus on vaihtoehto b). Olkoon maa-alue a nelidmetrié ja rannattomien
tonttien hinta b euroa neliometrilta. T&lloin rantatonttien hinta yhteensd on 0,1a-6-b =
0,6ab. Muiden tonttien hinta taas on 0,9ab. Rantatonttien osuus hinnasta on siis

0,6ab

—— = 40%.
0,6ab + 0,9ab %

Tehtava 2. Maaritd suorakulmaisen kolmion terdvien kulmien puolittajien muodostaman
terdvéan kulman suuruus

a) 30°
b) 45°
c) 60°
d) ei voi méérittaa annetuilla tiedoilla

Ratkaisu. Oikea vastaus on vaihtoehto b). Olkoon suorakulmaiset kolmion terévit kulmat
a ja (. Naiden kulmien puolittajat ja kolmion hypotenuus muodostavat kolmion, jonka
kulmat ovat 7, g seké kysytyn kulman vieruskulma. Koska

+ — =45°,

|

N9

on vieruskulman koko 180° — 45° ja kysytyn kulman koko téten 45°.



Tehtava 3. Kéytettiavissisi on numerot 1,2, 3,4, 5 ja 6. Kutakin numeroa saa kayttaa ker-
ran. Tehtdvési on muodostaa kaksi kolminumeroista lukua, joiden summa on 390. Kuinka
monella tavalla tdmé onnistuu? Summattavien jérjestykselld ei ole vilia.

a) 2
b) 3
c) 4
d) 8

Ratkaisu. Oikea vastaus on vaihtoehto c). Lukujen on oltava kolminumeroisia. Toisen

luvun ensimméinen numero on 1 ja toisen 2. Lopuista numeroista 3,4,5,6 on siis muo-

dostettava kaksi kaksinumeroista lukua, joiden summa on 90. Koska ykkosten summan on

oltava kymmenelld jaollinen, on ykkosiné 4 ja 6. Kymmenien paikalle tulee siis 3 ja 5.
Koska summattavien jérjestyksella ei ole viliéd, saadaan vastaukseksi 2 -2 = 4.

Tehtava 4. Huoneen lattia on 6m x 8m ja korkeus 3m. Lattian nurkasta vedetd#n seinié
ja kattoa pitkin mahdollisimman lyhyt sédhkdjohto keskelle kattoa. Sen pituus on

a) 10m.
b) 8m.

c) < 8m.
d) 9,5m

Ratkaisu. Oikea vaihtoehto on vaihtoehto ¢). Huomataan, ettd alle 8 metrin pituus saavu-
tetaan niin, ettd vedetédédn johto nurkasta 6 metrin levyisen seinén kautta kattoon. T&ll6in
johto muodostaa suorakulmaisen kolmion hypotenuusan. Témén kolmion kateetit ovat 3
metrid ja 7 metrid, jolloin hypotenuusan pituus on v/32 4+ 72 = /58 < 8 metri.

Tehtiava 5. Kolmekymmentd keskenéén samanlaista palloa asetetaan kolmeen laatikkoon.
15 palloa on valkoisia ja 15 mustia. Valitaan umpimé&hk&én jokin laatikoista ja nostetaan
sieltd umpiméahkéan yksi pallo.

a) Suurin todennikdisyys nostaa valkoinen pallo on, kun jokaiseen laatikkoon on ase-
tettu viisi valkoista ja viisi mustaa palloa

b) Milldan muulla kuin a-kohdan asettelulla ei saada yhtd suurta todennikoisyytta nos-
taa valkoista palloa.

c) Koska laatikoita on useita, tdhdn paivdan mennessa edes supertietokoneiden avulla
ei ole 16ydetty sellaista pallojen asettelua, joka antaisi suuremman todennékoisyyden
saada valkoinen pallo kuin a-kohdan asettelu.



d) On olemassa a-kohtaa paremman todennikoisyyden tuottava asettelu saada valkoi-
nen pallo.

Ratkaisu. Oikea vaihtoehtoehto on vaihtoehto d). Voidaan nimittédin asettaa esimerkiksi
kahteen laatikkoon kumpaankin vain yksi valkoinen pallo ja kolmanteen laatikkoon kaikki

loput pallot. Télloin todennékoisyys saada valkoinen pallo on yli %, kun a)-kohdan asette-

lulla se on %

Tehtidva 6. Luvut a ja b ovat epéinegatiivisia kokonaislukuja. Mitké ovat luvun a* + b° +
(a + b)® mahdolliset jakojdinnokset neljilli jaettaessa?

a) 0
b) 1
c) 2
d) 3

Ratkaisu. Oikeat vaihtoehdot ovat vaihtoehdot a) ja ¢). Kun a = b = 0, on lauseke 0,
jolloin jakojadnnds on niin ikédédn 0. Kun a = 1 ja b = 0, on lauseke 2, jolloin jakoja&énnos
on niin ikd#n 2. Osoittautuu, ettd muita mahdollisuuksia ei ole. Nimittédin, summa on aina
parillinen: Jos a ja b ovat molemmat parillisia tai molemmat parittomia, niin a* + 0% on
parillinen ja a + b on parillinen myo6s. Jos taas luvuista a ja b toinen on parillinen ja toinen
pariton, niin silloin a4+ b on pariton, jolloin summassa on tédsmélleen yksi parillinen ja kaksi
paritonta termié.

Tehtava 7. Méaritelladan luvut xq, s, ... seuraavasti: r1 = 1 — i, missid a # 0 jaa # 1
seké z, = 1 — ——. Laske Z3021 + Z2022-

n—1 ’

Ratkaisu. Lasketaan ensin muutamia arvoja:

1 1 1
To=1— — =1 =12 =
T 1-— " a—1 a—1
ja
1 1
r3=1-—=1-——=1+(a—-1)=a.
T2 Ta1
Nyt zy =1 — L =1—1 =2, joten luvut muodostavat syklin, jonka pituus on kolme.

a

Koska 2021 = 5%3 -3 42 ja 2022 = 3 - 674, saadaan

a—1+a:1—a+a'

Tog21 + Top22 = T + T3 = —

Tehtava 8. Kuinka monta sellaista suorakulmaista kolmiota on olemassa, jonka sivut ovat
kokonaislukuja seké hypotenuusa pariton ja korkeintaan 1007



Voit hyodyntdd seuraavaa tietoa: Jos a ja b ovat suorakulmaisen kolmion kateetit (a
pariton) ja ¢ sen hypotenuusa ja jos ei ole olemassa ykkostd suurempaa kokonaislukua, joka
jakaisi luvut a, b ja ¢, niin on olemassa sellaiset kokonaisluvut m ja n, joilla ei ole ykkosta
suurempaa yhteistd jakajaa, ja joiden avulla voidaan kirjoittaa a = n? —m?2, b = 2nm ja
c=mn?+m?.

Ratkaisu. Maéritetddn aluksi primitiivisten kolmikkojen lukumééra, eli sellaisten kolmik-
kojen lukumaééra, joilla ei ole yhteisia tekijoitd. Hypotenuusa on esitettdvissd muodossa
n? 4+ m?, missd m > 0 on pariton ja n > 0 parillinen. Koska n? +m? < 100, pitee m < 9.

Kiydéain lipi tapaus tapaukselta: m = 9, joten n? < 19, elin = 2 tain = 4. Jos m = 7,
niin vastaavasti n = 2,4,6. Jos m = 5, niin n = 2,4,6,8. Jos m = 3, niin n = 2,4, 8.
Huomaa, ettd n = 6 ei kay, silla lukujen 3 ja 6 syt on 3. Jos m = 1, niin n = 2,4, 6, 8.

Néin saatiin 2 4+ 3 + 4 + 3 + 4 = 16 vaihtoehtoa.

Tarkastellaan nyt muut kuin primitiiviset. Namé& saadaan primitiivisistd kertomalla.
Koska hypotenuusa on pariton, on kertoimen oltava joukossa 3,5,7,.... Kerrottava hypo-
tenuusa voi siis olla korkeintaan % ~ 33. Koska 6% = 36 > 33, on kerrottavan hypote-
nuusan oltava muotoa n? + m?, missi m < 5 on pariton ja n = 2 tai n = 4.

Kaydaan tapaukset ldpi: n = 2, jolloin jos m = 1, on alkuperdinen hypotenuusa 5,
jolloin se voidaan kertoa milld tahansa luvuista 3,5,7,...19.

Jos taas m = 3, niin alkuperiinen on 2% 4 32 = 13, jolloin mahdolliset kertoimet ovat
3,5,7.

Jos taas m = 5, niin alkuperéinen on 22 + 52, jolloin ainoa mahdollinen kerroin on 3.

Jos taas n = 4, saadaan seuraavat tapaukset: Jos m = 1, on alkuperiinen 42 + 1! = 17,
jolloin mahdolliset kertoimet ovat 3, 5.

Jos m = 3, on alkuperiinen hypotenuusa 42 + 32 = 25, jolloin kerroin on 3.

Jos m = 5, on alkuperiinen hypotenuusa 42 + 5% = 41, miké ei ole mahdollista.

Saatiin siis yhteensd 9 +3 4+ 1+ 2+ 1 = 16 tapausta lisdd. Yhteensd vaihtoehtoja on
32.



Vilisarjan alkukilpailun 2021 ratkaisut

Tehtava 1. Kéytettavissdsi on numerot 1,2, 3,4,5 ja 6. Kutakin numeroa saa kayttaa ker-
ran. Tehtdvési on muodostaa kaksi kolminumeroista lukua, joiden summa on 390. Kuinka
monella tavalla tdméa onnistuu? Summattavien jérjestyksella ei ole valia.

a) 2
b) 3
c) 4
d) 8

Ratkaisu. Oikea vastaus on vaihtoehto c). Lukujen on oltava kolminumeroisia. Toisen

luvun ensimméinen numero on 1 ja toisen 2. Lopuista numeroista 3,4,5,6 on siis muo-

dostettava kaksi kaksinumeroista lukua, joiden summa on 90. Koska ykkdsten summan on

oltava kymmenelld jaollinen, on ykkosind 4 ja 6. Kymmenien paikalle tulee siis 3 ja 5.
Koska summattavien jérjestyksella ei ole vilid, saadaan vastaukseksi 2 - 2 = 4.

Tehtivia 2. Maa-alue on lohkottu tonteiksi. 10% tonteista on rantatontteja, joiden hinta
neliometrid kohti on 6-kertainen verrattuna tontteihin, joissa ei ole rantaa. Kuinka monta
prosenttia koko alueen hinnasta on rantatonttien osuus?

a) Véihintéadn 30%
b) 40%

c) 25%

d) korkeintaan 30%?

Ratkaisu. Oikea vastaus on vaihtoehto b). Olkoon maa-alue a neliometrié ja rannattomien
tonttien hinta b euroa neliometriltd. T&ll6in rantatonttien hinta yhteensd on 0,1a -6 -0 =
0,6ab. Muiden tonttien hinta taas on 0,9ab. Rantatonttien osuus hinnasta on siis

0,6ab
0,6ab + 0,9ab
Tehtidva 3. Kolmiossa AABC on BC' = 10, ja lisdksi kulman /BAC puolittaja leikkaa

sivun BC' pisteessd D. Néin syntyvien kolmioiden AABD ja ANACD alat ovat kumpikin
suuruuksiltaan 30. Mitka seuraavista vaitteista ovat valttamatta tosia?

= 40%.



a) AD 1 BC.

b) AD =12.

¢) AB = AC.

d) Kolmion AABC piiri on 34.

Ratkaisu. Viitteet a), b) ja c) ovat tosia. Kolmioilla AABD ja AACD on sama korkeus
ja sama ala, joten niiden kantojen BD ja DC on myds oltava yhtd suuret. Kulmanpuo-
littajalauseen nojalla AB = AC, joten kyseessd on tasakylkinen kolmio, ja AD on kan-
taa BC vasten piirretty korkeusjana. Kolmion ala on toisaalta 30 4+ 30 = 60, ja toisaalta
BC-AD/2 =5-AD, joten AD = 12. Pythagoraan lauseella AB = AC' = /5% + 122 = 13.
Kolmion AABC piiri on siis 10 + 13 + 13 = 36.

Tehtava 4. Piirretddan ympyra ja kaksi sdannéllistd kuusikulmiota. Pienemmaén kuusikul-
mion kérjet ovat ympyran kehélld. Suuremman kuusikulmion sivut taas sivuavat ympyréaa.
Maérita suuremman kuusikulmion pinta-alan suhde pienemmén kuusikulmion pinta-alaan.

Ratkaisu. Olkoon ympyrin sdde r. Télloin pienempi kuusikulmio muodostuu tasasivui-
sista kolmioista, joiden sivujen pituudet ovat r. Sen ala on siis

1 V3r  3V3
6-—-r——=—r".

2 2 2
Suurempi kuusikulmio taas muodostuu tasasivuisista kolmioista, joiden korkeus on r.

Talloin niiden sivujen pituudet ovat \%r. Kuusikulmion ala on siis

12
6-——7"-7":2\/§r2.
23

Suuremman kuusikulmion pinta-alan suhde pienemmén kuusikulmion alaan on siis

2V3r? 4
3v3,2 3
2
Tehtava 5. Maaritelladn luvut x1, xo, ... seuraavasti: xr1 = 1 — %, missid a # 0 jaa # 1

1

n—1"

sekd 1, =1 — - Maarita luvun a arvo, kun xoge1 + Zog00=1.

Ratkaisu. Lasketaan ensin muutamia arvoja:

1 1 a 1
T —

|-
S
|
—_
S
|
—_

ja
1 1
rg3=1——=1- =14+(a—1)=a.
Ty -4




Nyt x4 =1 — ,;_13 =1- % = x1, joten luvut muodostavat syklin, jonka pituus on kolme.
Koska 2021 = 673 - 3+ 2 ja 2022 = 3 - 674, saadaan

1
I2021+ZE2022:ZE2+CL’3:——+6L: + a.
a—1 1—a
Nyt ratkaistaan yht&lo
a=1.
l—a *
Tama on yhtapitdva yhtilon a(1 —a) = —a kanssa. Koska a # 0, voidaan sieventéd, jolloin

saadaan 1 —a = —1, eli a = 2.

Tehtava 6. Etsi kaikki funktiot f: R, — R, joilla on se ominaisuus, etti

fla fy) + f(2) fly) = 2y
kaikilla positiivisilla reaaliluvuilla z ja y.

Ratkaisu. Sijoittamalla z = 1 saamme yhtalon

FUFW) + f(1) fly) =y

jokaiselle y € R, . Jos x,y € R, ja x # y, niin

Ff@) +fQ) f@) =z #y=f(fy) + FQ) fy),

jolloin on oltava f(z) # f(y). Seuraavaksi, sijoittamalla alkuperiiseen funktionaaliyht&l66n
y = 1 saamme yhtélon

Ff@)z) + f(1) fz) =
jokaiselle z € R,. Yhdistamalla tdméa yhtaloon
Ff(@) + fQ1) fla) =

saamme pienelld sieventdmiselld

F(f)z) = f(f(@)).

jokaiselle x € Ry. Nyt f saa yhté suuret arvot pisteissd f(1)z ja f(x), joten on oltava

flz)=f)z
kaikilla € R,. Jokaiselle ratkaisulle f on siis olemassa vakio o € R, niin, ettd f(z) = ax

kaikilla x € R,. Sijoittamalla tdmé& lauseke funktionaaliyht&loon toteamme, ettéd tietylla
vakion a arvolla funktio on ratkaisu jos ja vain jos

a-roy +ox - oy =Ty

kaikilla z,y € R,. Mutta koska = ja y supistuvat tédstd mukavasti pois, on kyseinen vakio
a kelvollinen tdsmiilleen silloin kun 2a? = 1, eli tésmélleen silloin, kun o = 1/ V2. Titen
halutunlaisia funktioita on tdsmélleen yksi, nimittéin se, jolle

x

f(x):ﬁ

kaikilla =z € Ry.



Avoimen sarjan alkukilpailun 2021 ratkaisut

Tehtava 1. Kéytettavissiasi on numerot 1,2, 3,4,5,6,7 ja 8. Kutakin numeroa saa kayttia
kerran. Tehtévési on muodostaa kaksi nelinumeroista lukua, joiden summa on 4221. Kuinka
monella tavalla tdmé& onnistuu? Summattavien jérjestyksella ei ole valia.

Ratkaisu. Jotta lukujen summa on 4221, on summattavien lukujen ensimméiset numerot
oltava 1 ja 2. Jos kumpikaan niistd ei olisi 1, olisi summa yli 5000. Jos taas toinen sum-
mattava olisi 1 ja toinen 3, olisi summa yli 4600, silld satojen paikalla tulisi télloin olla
vahintddn 2 ja 4, Ensimméiset numerot ovat siis 1 ja 2. Summan viimeinen numero on 1.
Taméa voidaan muodostaa summilla 3+ 8, 447 ja 5+ 6, eikd muilla tavoin. Koska toiseksi
viimeinen numero on 2, on myos kymmenten paikoilla jokin néistd lukupareista ja samoin
satojen paikalla. Asetetaan numeroita ykkosen peréddn. Satojen paikalle on 6 vaihtoehtoa,
kymmenten paikalle 4 (eli kaikki muut paitsi satoihin valittu tai sen pari) ja ykkosten
paikalle 2. Yhteensa siis 6 - 4 - 2 = 48 vaihtoehtoa.

Tehtava 2.

Piirretddn ympyré ja kaksi sddnnollistd kuusikulmiota. Pienemmén kuusikulmion kérjet
ovat ympyrin kehéalld. Suuremman kuusikulmion sivut taas sivuavat ympyrad. Maarita
suuremman kuusikulmion pinta-alan suhde pienemmén kuusikulmion pinta-alaan.

Ratkaisu. Olkoon ympyrin sdde r. Télloin pienempi kuusikulmio muodostuu tasasivui-
sista kolmioista, joiden sivujen pituudet ovat r. Sen ala on siis

1 V3r 3\/§2
6-=-1r— = —7r°.
2 2 2

Suurempi kuusikulmio taas muodostuu tasasivuisista kolmioista, joiden korkeus on 7.
Talloin niiden sivujen pituudet ovat \%r. Kuusikulmion ala on siis

12
6-——r-r=2V3r2
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Suuremman kuusikulmion pinta-alan suhde pienemmén kuusikulmion alaan on siis

2/3r2 4

3v3,2 3
a3




Tehtiava 3. Etsi kaikki funktiot f: Ry, — R, joilla on se ominaisuus, ettd

Fla f(y) + f(2) fy) = 2y
kaikilla positiivisilla reaaliluvuilla z ja y.

Ratkaisu. Sijoittamalla z = 1 saamme yhtalon

FUFW) +f(1) fly) =y

jokaiselle y € R,. Jos x,y € Ry ja x # y, niin

FUf@) +fQ) fx)=a#y=f(fy) + Q) fy),

jolloin on oltava f(x) # f(y). Seuraavaksi, sijoittamalla alkuperiiseen funktionaaliyhtaloon
y = 1 saamme yhtdlon

FUf@Q)z) + f(1) fz) =2
jokaiselle z € R, . Yhdistamalla tdma yhtaloon

F(f@) +f(1) f(z) ==

saamme pienelld sieventiamiselld

F(F)z) = f(f(@)).

jokaiselle x € R,. Nyt f saa yhta suuret arvot pisteissd f(1)z ja f(x), joten on oltava

kaikilla x € R,. Jokaiselle ratkaisulle f on siis olemassa vakio o € R niin, ettd f(z) = ax
kaikilla x € R,. Sijoittamalla tdmé& lauseke funktionaaliyht&loon toteamme, ettéd tietylla
vakion « arvolla funktio on ratkaisu jos ja vain jos

a-ray +ox -y =Y

kaikilla z,y € R,. Mutta koska x ja y supistuvat tédstd mukavasti pois, on kyseinen vakio
a kelvollinen tdsmiilleen silloin kun 2a? = 1, eli téismélleen silloin, kun o = 1/ V2. Téten
halutunlaisia funktioita on tdsmélleen yksi, nimittéin se, jolle

kaikilla z € Ry.



Tehtivi 4. Onko yhtilolld z2 + y3 = 2% alkulukuratkaisuja?
Ratkaisu. Huomataan ensin, ettii ¢ = 2% — 2% = (22 — 2)(2% + x). Siisp4 joko

yvi=2"+x
y=2>—=x

=2+
1=2%—12.

tal

Kisitelldsin ensin ensimmaéinen tapaus. Yht#lot yhteen laskemalla saadaan y? 4y = 222
eliy | 2z. Josy | z, pitee y = z, silld y ja z ovat alkulukuja. Tama on kuitenkin mahdotonta,
silld sijoittamalla yhtiloon y? + y = 222 saadaan y = 0 tai y = 1. Nami vaihtoehdot ovat
mahdottomia. Siispd y | 2, eli y = 2. Nyt y* +y = 6 = 222, joka on myds ristiriita.

Kiésitellaan nyt jalkimmaéinen tapaus. Saadaan

P+ 1 =222

Nyt 222 =y3+1=(y+1)(y? —y+1). Jos y = 2, on oltava 222 = 9, mikd on mahdotonta.
Siispd y > 2 pariton alkuluku. Nyt 42 —y+1 > y+1 > 2, joten 9> —y+1 =2zjay+1 = z.

T#améi on kuitenkin mahdotonta, silld y? — y + 1 on pariton ja 2z on parillinen.



