Lukion matematiikkakilpailun alkukilpailun perussarja
Ratkaisuita

Ongelma 1. Veljekset Akseli, Benjamin, Calle ja Danny ovat kaikki eripitui-
sia. He lausuvat seuraavasti:

Akseli: Miné en ole lyhyin enké pisin.
Benjamin: Miné en ole lyhyin.
Calle: Min4 olen pisin.
Danny: Miné olen lyhyin.
Tasan yksi veljeksista valehtelee. Kuka on pisin?
a) Akseli
b) Benjamin
c) Calle
d) Danny

Ratkaisu. Jos Akseli valehtelee, niin Calle tai Danny valehtelee. Jos Benjamin
valehtelee, niin my6s Danny valehtelee. Jos Danny valehtelee, niin my6s joku
muu valehtelee. Koska vain yksi veljeksisté valehtelee, niin valehtelija on Calle.
Koska Akseli ja Danny puhuvat totta ja Calle valehtelee, niin kukaan heisté ei
ole pisin. Siksi Benjaminin on oltava pisin.



Ongelma 2. Maapallon ympari on vedetty naru paivantasaajaa pitkin. Na-
ru nostetaan joka kohdasta metrin korkeudelle maan pinnasta. Kuinka paljon
enemmén narua nyt tarvitaan? (Maan side olkoon 6370 km, ja oletamme sen
olevan tédydellinen pallo.)

a) alle 10m
b) noin 75km
¢) noin 5km

d) noin 390 km

Ratkaisu. Jos maapallon sdde metreissé on R, niin péivantasaajan pituus
metreissad on 27 R. Kun naru nostetaan metrin korkeudelle, on uusi narun pituus
27 (R + 1). Néiden erotus on

2r (R+1) —2rR=2w < 2-4 < 10.

Siten ainoa oikea vastausvaihtoehto on a).



Ongelma 3. Oheisessa kuvassa kulmat « ja 5 ovat annettuja. M&arita kulman
~ suuruus.

a) 20°
b) 180° —a -4
¢) Riippuu kulmien « ja § suuruudesta

d) 180° — 20 — 28

Ratkaisu. Nimetadn pisteet oheisen kuvan mukaan:

Nyt ristikulmien perusteella ZCAD = « ja ZDBC = (3. Koska kolmion kulmien
summa on 180°, on

v =180° — 2a0 — 283,
joten viimeinen véite on tosi. Toisaalta, koska

a+ 4 =180° — 100° = 80°,



niin

v =180° — 2a¢ — 23 = 180° — 160° = 20°,
joten myGs ensimmaéinen viite on tosi. Selvésti toinen ja kolmas véite eivéit ole
tosia.



Ongelma 4. Rahasumma jaetaan neljddn osaan. Ensimmé&inen osa on 24 %
rahasummasta ja samalla 75 % toisesta osasta sekid 80 % kolmannesta osasta.
Tallin neljés osa on

a) alle puolet suurimmasta osasta
b) yli puolet ensimmaéisestd osasta
¢) 14 % koko summasta

d) 12% koko summasta

Ratkaisu. Merkitkddmme alkuperiistd rahasummaa R, jolloin ensimméinen
osa a on

12R
=024-R=——.
“ 50
Toiselle osalle b on
24 16 R
024-R=0,75-b 1i b=—R=——.
’ R 75 50
Samoin kolmannelle osalle ¢ on
24 15R
24 - R = . 1i = —R=—.
0, R=08"c¢, eli c 20 R 0

Nyt voimme laskea neljdnnen osan d:

12R 16R 15R 7R

d=R-a-b-c=R- - - =0~ = = 5

Koska suurin osista on b, ja koska

TR 8R b
d = — < — = -,
50 50 2
on viite a) tosi. Samoin, koska
d= E > @ — 9
~ 50 T 50 27

on viite b) myo6s tosi. Edelleen, koska

TR 14R

50 100 !
on myos viite ¢) tosi. Lopuksi, koska véitteet c) ja d) eivit voi pitdé paikkaansa
samaan aikaan, on viitteen d) oltava vAAra.



Ongelma 5. Oheisessa kuviossa on suorakulmioon piirretty kaksi janaa, jotka
kulkevat sivun keskipisteestd kulmaan. N&ain muodostuu nelja aluetta. Vasem-
man reunan kolmion ala on 10. Oikean alanurkan nelikulmion ala on A. M&&rité

A.

10

a) 9
b) 10
c) 11
d) 12
Ratkaisu. Koska sivujen keskipisteistd kérkiin piirretyt janat erottavat kol-

miot, joista kummankin ala on neljidsosa koko suorakulmion alasta ja néiden
kolmioiden yhteinen alue erottaa alat, joiden koot ovat 10 ja A, on oltava A = 10.



Ongelma 6. Olemme kiinnostuneita reaaliluvuista x, joille 22 + 42 — 44 > 0
ja

(Var+ 42— 44)‘3”_6 —1.
Mitké seuraavista vaitteista pitévit paikkaansa?
a) Luvut 6 ja —6 ovat téllaisia.
b) On olemassa ainakin neljé téllaista lukua.
c) On olemassa ainakin kolme téllaista lukua.

d) On olemassa ainakin kaksi téllaista lukua.

Ratkaisu. Tarkastelkaamme ensin maarittelyehtoa. Epayhtalo
2’ +4r—44>0

pitee tdsmilleen niille reaaliluvuille, joille pitee joko z > 4v/3 — 2 ~ 4,9 tai
x < —4v/3 — 2 ~ —8,9. Erityisesti luku —6 ei toteuta kumpaakaan niisti, joten
viite a) on vAdrin.

Yhtilo pitee, jos 22 + 42 — 44 = 1. Témén yhtilon ratkaisut ovat z = —9
ja x = 5. Molemmat kuuluvat ylla mainituille véleille, joten meilld on ainakin
kaksi ratkaisua, ja vite d) on tosi.

Jos sitten 22 4+ 4x — 44 # 1, niin yht4ld pétee vain ja ainoastaan silloin, kun
eksponentille péatee |z| — 6 = 0, eli kun & = +6 tai —6. Néistd —6 todettiin
jo sopimattomaksi arvoksi, kun taas x = +6 on kelvollinen. Siten yhtal6lla on
tasmélleen kolme ratkaisua, joten véite ¢) on oikein, ja viite b) vaarin.



Ongelma 7. Puolisuunnikas, jonka kannoille a ja b pétee a : b = 3 : 7, pil-
kotaan kolmella kantojen suuntaisella suoralla neljaksi keskendén yhta paksuksi

viipaleeksi. Kaksi viipaleista varjostetaan kuten kuvassa. Kuinka suuri osa puo-
lisuunnikkaan alasta on varjostettu?

a
b
Voimme ensin muokata kuviosta suorakaiteen:

a
/
/ \
. N
/ \
4 \

—_

Ratkaisu.

T

|
a+b !
) |

b

Sitten voimme vield yksinkertaistaa ylemmén puolikkaan harmaita osia suora-
kaiteeksi:

-T 7

Ylemmén harmaan suorakaiteen leveys on lukujen a ja (a 4 b) /2 keskiarvo, eli

a+ L 3a+b
2 4
Siispa kysytty harmaa osuus kuvion pinta-alasta on

Supistamalla tésséd tekijalla a voimme jatkaa

_3+2 1 3417

3kl o1 3+l 1 () 11 19
C8(14+Y) T4 8(1+%) 4 8L 45 4 20



Ratkaisu 2. Kantojen suuntaisten viiden janan pituudet ovat luonnollisesti
a, (3a +b) /4, (a+b) /2, (a + 3b) /4 ja b. Siispa harmaan osan ala on

3a+b
h e o

2

a+b a+3b
Jh T
4 2

T8 4 4 2 2 4 4) 8\2 2)°

e~

misséd h on koko puolisuunnikkaan korkeus kun taas koko puolisuunnikkaan ala
on

a+b
h - .
2
Naiden suhde on
h 5a+ 3b
8§ 2 ba+3b 5+3-2 5+43-17 9
R otb  8(a+d) 8(1+2) 8(1+3%) 20
2



Ongelma 8. Tarkastelemme niité seitsennumeroisia positiivisia kokonaisluku-
ja, joissa esiintyvat numerot 1, 2, 3, 4, 5, 6 ja 7, kukin tdsmaélleen kerran. Naita
lukuja on tietenkin 7! =1-2-3-4-5-6-7 = 5040 erilaista. Jirjestdimme ndméa
aidosti kasvavaksi jonoksi lukuja a; < as < az < ... < a7. Mikd luku onkaan

20227

Ratkaisu. Numerolla 1 alkavia lukuja on luonnollisesti 6! = 720 kappaletta.
Numerolla 2 alkavia lukuja on niin ikd&n 720 kappaletta, samoin numerolla 3
alkavia lukuja. Koska 2 - 720 = 1440 < 2022 < 2160 = 3 - 720, on luvun asges
alettava numerolla 3, ja itse asiassa, koska 2022 — 720 — 720 = 582, kyseesséd on
suuruusjarjestyksessd 582. numerolla 3 alkava luku listassa.

Numeroilla 3 ja 1 alkavia lukuja on tietenkin 5! = 120 kappaletta. Samoin
numeroilla 3 ja 2 alkavia, jne. Koska 4 - 120 = 480 < 582 < 600 = 5 - 120, on
luvun asgos toisen numeron oltava listan 1, 2, 4, 5, 6, 7 viides numero, eli 6.
Luku asgoo alkaa siis numeroilla 36, ja koska 582 — 480 = 102, kyseesséa on listan
102. néilla kahdella numerolla alkava luku.

Koska numeroilla 36 alkavia lukuja on 120, ja koska viimeiset viisi numeroa
ovat 1, 2, 4, 5 ja 7, ja koska nyt kysytty luku on itse asiassa 19. suurin niis-
td, voimme selvittda luvun yksinkertaisesti kirjoittamalla numeroilla 36 alkavia
listan lukuja laskevassa jarjestyksessa:

3675421, 3675412, 3675241, 3675214, 3675142, 3675124,
3674521, 3674512, 3674251, 3674215, 3674152, 3674125,
3672541, 3672514, 3672451, 3672415, 3672154, 3672145,
3671542, ...

Siten kysytty luku asgos on 3671542.

10



Lukion matematiikkakilpailun alkukilpailun valisarja
Ratkaisuita

Ongelma 1. Veljekset Akseli, Benjamin, Calle ja Danny ovat kaikki eripitui-
sia. He lausuvat seuraavasti:

Akseli: Miné en ole lyhyin enké pisin.
Benjamin: Miné en ole lyhyin.
Calle: Min4 olen pisin.
Danny: Miné olen lyhyin.
Tasan yksi veljeksista valehtelee. Kuka on pisin?
a) Akseli
b) Benjamin
c) Calle
d) Danny

Ratkaisu. Jos Akseli valehtelee, niin Calle tai Danny valehtelee. Jos Benjamin
valehtelee, niin my6s Danny valehtelee. Jos Danny valehtelee, niin my6s joku
muu valehtelee. Koska vain yksi veljeksisté valehtelee, niin valehtelija on Calle.
Koska Akseli ja Danny puhuvat totta ja Calle valehtelee, niin kukaan heisté ei
ole pisin. Siksi Benjaminin on oltava pisin.



Ongelma 2. Rahasumma jaetaan neljddn osaan. Ensimmé&inen osa on 24 %
rahasummasta ja samalla 75 % toisesta osasta sekid 80 % kolmannesta osasta.
Tallin neljés osa on

a) alle puolet suurimmasta osasta
b) yli puolet ensimmaéisestd osasta
¢) 14 % koko summasta

d) 12% koko summasta

Ratkaisu. Merkitkddmme alkuperiistd rahasummaa R, jolloin ensimméinen
osa a on

12R
=024-R=——.
“ 50
Toiselle osalle b on
24 16 R
024-R=0,75-b 1i b=—R=——.
’ R 75 50
Samoin kolmannelle osalle ¢ on
24 15R
24 - R = . 1i = —R=—.
0, R=08"c¢, eli c 20 R 0

Nyt voimme laskea neljdnnen osan d:

12R 16R 15R 7R

d=R-a-b-c=R- - - =0~ = = 5

Koska suurin osista on b, ja koska

TR 8R b
d = — < — = -,
50 50 2
on viite a) tosi. Samoin, koska
d= E > @ — 9
~ 50 T 50 27

on viite b) myo6s tosi. Edelleen, koska

TR 14R

50 100 !
on myos viite ¢) tosi. Lopuksi, koska véitteet c) ja d) eivit voi pitdé paikkaansa
samaan aikaan, on viitteen d) oltava vAAra.



Ongelma 3. Reaalimuuttujan x # 1 yhtéldlle

t2+2m—3t_t
z—1 B

missé ¢ on reaalivakio, pétee:
a) kun ¢ = 3, yhtalolld on yksikisitteinen ratkaisu
b) on olemassa sellainen ¢, ettd 10ytyy déreton méira ratkaisuita
¢) on olemassa sellainen ¢, ettd ei 1oydy yhtddn ratkaisua
d) kaikilla ¢ 16ytyy yksikésitteinen ratkaisu

Ratkaisu. Kertomalla puolittain nimittdjalla x — 1 yhtalo muttuu ensin muo-

toon
t? + 20 — 3t =tz — t,

ja sitten pienella sievennykselld muotoon
(t—2)(t—2x)=0.

Kun ¢t = 2, yhtalo pétee kaikilla reaaliluvuilla 2 # 1, joten véite b) on tosi. Kun
t # 2 jat # 1, on yhtalolla tdsmiélleen yksi ratkaisu x = t. Erityisesti on viite
a) tosi. Kun ¢ = 1, ei yhtélolla ole ainoatakaan ratkaisua, joten véite c¢) on tosi.
Lopuksi, koska viitteet c¢) ja d) eiviit voi pited samaan aikaan, on véitteen d)
oltava virheellinen.



Ongelma 4. Puolisuunnikas, jonka kannoille a ja b pétee a : b = 3 : 7, pil-
kotaan kolmella kantojen suuntaisella suoralla neljaksi keskendén yhta paksuksi

viipaleeksi. Kaksi viipaleista varjostetaan kuten kuvassa. Kuinka suuri osa puo-
lisuunnikkaan alasta on varjostettu?

a
b
Voimme ensin muokata kuviosta suorakaiteen:

a
/
/ \
. N
/ \
4 \

—_

Ratkaisu.

T

|
a+b !
) |

b

Sitten voimme vield yksinkertaistaa ylemmén puolikkaan harmaita osia suora-
kaiteeksi:

-T 7

Ylemmén harmaan suorakaiteen leveys on lukujen a ja (a 4 b) /2 keskiarvo, eli

a+ L 3a+b
2 4
Siispa kysytty harmaa osuus kuvion pinta-alasta on

Supistamalla tésséd tekijalla a voimme jatkaa

_3+2 1 3417

3kl o1 3+l 1 () 11 19
C8(14+Y) T4 8(1+%) 4 8L 45 4 20



Ratkaisu 2. Kantojen suuntaisten viiden janan pituudet ovat luonnollisesti
a, (3a +b) /4, (a+b) /2, (a + 3b) /4 ja b. Siispa harmaan osan ala on

3a+b
h e o

2

a+b a+3b
Jh T
4 2

T8 4 4 2 2 4 4) 8\2 2)°

e~

misséd h on koko puolisuunnikkaan korkeus kun taas koko puolisuunnikkaan ala
on

a+b
h - .
2
Naiden suhde on
h 5a+ 3b
8§ 2 ba+3b 5+3-2 5+43-17 9
R otb  8(a+d) 8(1+2) 8(1+3%) 20
2



Ongelma 5. Erdan yrityksen tyontekijat haluaisivat ottaa ryhmévalokuvan
kirkon portailla seisoen. Kirkon portaita on n kappaletta, missd n on positiivinen
kokonaisluku.

Kun tyontekijéat yrittdvit asettua portaille niin, ettd jokaisella kokonaislu-
vulla 7, jolle 1 < i < n, kirkon . portaalle menisi seisomaan 2i — 1 henkil6a, jaa
ylimmalta portaalta puuttumaan 50 henkil6a.

Sitten tyontekijat valitsevat positiivisen kokonaisluvun k, jolle k& < n, ja yrit-
tavit asettua portaille niin, ettéd k alimmalle portaalle tulisi kullekin k& henkil6a,
ja ylemmét portaat jéisivét tyhjiksi. Talld tavalla jaa 41 henkil6a yli.

Kuinka suuri on n?

Ratkaisu. Ensimmaéisessd skenaariossa portaille yritetdan saada
14+34+5+...+2n—1)=n?

henkil6a. Koska viimeiseltd portaalta jad puuttumaan 50 henkil6a, on tyonteki-
joiden lukumaird m = n? — 50. Toisessa skenaariossa portailla pitéisi seisoa k2
henkil64, joten m = k? + 41. Voimme paitelld, ettd

n® —50 =m = k> + 41,
eli
n? — k% =91.

Nyt on
(n—k)(n+k)=91=7-13.

Koska (n — k) | 7-13, on n— k jokin luvuista 1, 7, 13 ja 91. Jos se olisi 13 tai 91,
olisi n+ k vastaavasti 7 tai 1, vastoin sitd, etti n—k <n-+k. Josolisin—k =7,
olisi n + k = 13, jolloin olisi

Mm—1=m—k +(n+k)—1=7+13-1=19.

Mutta tdmé on vastoin sité, ettd 2n — 1 > 50. Siten voi olla vain ja ainoastaan
n—k=1,jan+k =091, jolloin n = 46 ja k = 45.



Ongelma 6. Etsi kaikki reaalilukunelikot (z,y, z,w), joille pétee

2+ y? + 22 + w? = 16,
2y 2 +w =0,
ot oyt 2wt =64,
x® +y° + 25 +wd =0.

Ratkaisu. Voimme laskea, etté

(A (=4 () )
=@'+y'+2M+u?) -8 (2 + v + 22+ w?) +64=0.

Siispd mahdollisia ratkaisuita ovat ainoastaan ne nelikot (z,y, 2z, w), joissa 2% =

y? = 22 = w? = 4, eli ne, joissa jokainen luvuista z, y, z ja w on +2 tai —2.
Naitd on kuusitoista kappaletta.

Summassa 2> + > + 23 + w> jokainen termi on joko +8 tai —8. Koska sum-
ma hévida, esiintyy 48 kahdesti ja —8 niin ikdén kahdesti. Siten jéljelle jaavat
ainoastaan kuusi reaalilukunelikkoa

(+2,42,-2,-2), (+2, 2,42, -2), (+2, -2, -2, +2),
(_27 +2a +27 _2) ) (_27 +2a _27 +2) ) (_27 _27 +27 +2) .

N&amé ovatkin kaikki ratkaisuita. Alkuperdisen yhtéloryhmén symmetrisyyden
perusteella riittda laskea, etta

(+2)° + (42)° + (=2)° + (=2)° =4 + 4 + 4+ 4 = 16,
(+2)° + (+2)° + (=2)° + (-2)* =8+ 8 -8 -8 =0,
(+2)" + (+2)" + (=2)" + (-2)" =16 + 16 + 16 + 16 = 64,
(+2)° + (+2)° + (—=2)° + (-2)° =32+ 32 - 32 - 32 = 0.



Lukion matematiikkakilpailun alkukilpailun avoin sarja
Ratkaisuita

Ongelma 1. Veljekset Akseli, Benjamin, Calle ja Danny ovat kaikki eripitui-
sia. He lausuvat seuraavasti:

Akseli: Miné en ole lyhyin enké pisin.
Benjamin: Miné en ole lyhyin.
Calle: Min4 olen pisin.
Danny: Miné olen lyhyin.
Tasan yksi veljeksista valehtelee. Kuka on pisin?
a) Akseli
b) Benjamin
c) Calle
d) Danny

Ratkaisu. Jos Akseli valehtelee, niin Calle tai Danny valehtelee. Jos Benjamin
valehtelee, niin my6s Danny valehtelee. Jos Danny valehtelee, niin my6s joku
muu valehtelee. Koska vain yksi veljeksisté valehtelee, niin valehtelija on Calle.
Koska Akseli ja Danny puhuvat totta ja Calle valehtelee, niin kukaan heisté ei
ole pisin. Siksi Benjaminin on oltava pisin.



Ongelma 2. Oheisessa kuvassa kulmat « ja 5 ovat annettuja. Méarita kulman
~ suuruus.

a) 20°
b) 180° —a -4
¢) Riippuu kulmien « ja § suuruudesta

d) 180° — 20 — 28

Ratkaisu. Nimetadn pisteet oheisen kuvan mukaan:

Nyt ristikulmien perusteella ZCAD = « ja ZDBC = (3. Koska kolmion kulmien
summa on 180°, on

v =180° — 2a0 — 283,
joten viimeinen véite on tosi. Toisaalta, koska

a+ 4 =180° — 100° = 80°,



niin

v =180° — 2a¢ — 23 = 180° — 160° = 20°,
joten myGs ensimmaéinen viite on tosi. Selvésti toinen ja kolmas véite eivéit ole
tosia.



Ongelma 3. Olkoot n ja k positiivisia kokonaislukuja, ja olkoon n > 2. Tar-
kastelemme aritmeettista reaalilukujen jonoa a1, ag, as, ..., jolle pitee a, = n?
ja an2 = n3. Madritd summa

Ap + Ap2 + Ap3 + ...+ Gpk.

Ratkaisu. Merkiten d = as — a; on siis
a1+ (n—1)d=a, =n? ja a1+(n271)d:an2:n3.
Ottamalla néistd erotukset puolittain on oltava
(n*=1-(n—-1))d=n®—-n?

misté voi ratkaista
d=n.

Sijoittamalla takaisin ensimmaéiseen yhtéaloén on
ar=n>—(n—-1d=n*>—-(n—1)n=n.
Siten jokaiselle positiiviselle kokonaisluvulle ¢ on oltava
Gt :a1+(ne—l)d:n—&—(ng—l)n:n”l.
Kysytty summa on siis geometrinen summa
Ap + Ap2 + ap3 + ...+ Qpk =n?2+nd+nt4+. . +nlf!

2 2 k—1 2 nt —1
=n (1+n+n +...+n*):n .

n—1"



Ongelma 4. Tarkastelemme niité seitsennumeroisia positiivisia kokonaisluku-
ja, joissa esiintyvat numerot 1, 2, 3, 4, 5, 6 ja 7, kukin tdsmaélleen kerran. Naita
lukuja on tietenkin 7! =1-2-3-4-5-6-7 = 5040 erilaista. Jirjestdimme ndméa
aidosti kasvavaksi jonoksi lukuja a; < as < az < ... < a7. Mikd luku onkaan

20227

Ratkaisu. Numerolla 1 alkavia lukuja on luonnollisesti 6! = 720 kappaletta.
Numerolla 2 alkavia lukuja on niin ikd&n 720 kappaletta, samoin numerolla 3
alkavia lukuja. Koska 2 - 720 = 1440 < 2022 < 2160 = 3 - 720, on luvun asges
alettava numerolla 3, ja itse asiassa, koska 2022 — 720 — 720 = 582, kyseesséd on
suuruusjarjestyksessd 582. numerolla 3 alkava luku listassa.

Numeroilla 3 ja 1 alkavia lukuja on tietenkin 5! = 120 kappaletta. Samoin
numeroilla 3 ja 2 alkavia, jne. Koska 4 - 120 = 480 < 582 < 600 = 5 - 120, on
luvun asgos toisen numeron oltava listan 1, 2, 4, 5, 6, 7 viides numero, eli 6.
Luku asgoo alkaa siis numeroilla 36, ja koska 582 — 480 = 102, kyseesséa on listan
102. néilla kahdella numerolla alkava luku.

Koska numeroilla 36 alkavia lukuja on 120, ja koska viimeiset viisi numeroa
ovat 1, 2, 4, 5 ja 7, ja koska nyt kysytty luku on itse asiassa 19. suurin niis-
td, voimme selvittda luvun yksinkertaisesti kirjoittamalla numeroilla 36 alkavia
listan lukuja laskevassa jarjestyksessa:

3675421, 3675412, 3675241, 3675214, 3675142, 3675124,
3674521, 3674512, 3674251, 3674215, 3674152, 3674125,
3672541, 3672514, 3672451, 3672415, 3672154, 3672145,
3671542, ...

Siten kysytty luku asgos on 3671542.



Ongelma 5. Pallot S; ja Sy leikkaavat toisensa siten, ettd pallon Ss keskipiste
on leikkausympyrén méadradmaéssa tasossa. Pallon S; tilavuuden suhde pallon
So tilavuuteen on 125 : 27. Méaéaritéa pallon S; ulkopuolelle jaavan pallon S5 osan
tilavuuden suhde pallon S5 ulkopuolelle jadvan pallon S7 osan tilavuuteen.

[Vihje: Kun r on positiivinen reaaliluku, ja h sellainen positiivinen reaaliluku,
ettd 0 < h < 27, niin r-siteisen pallon segmentin, jonka korkeus on h, tilavuus
on 7h?(r—h/3).]

Ratkaisu. Olkoon pallon S; keskipiste O; ja sidde 71, ja olkoon pallon So
keskipiste Os ja side ro. Pallojen tilavuuksien suhteesta voimme péételld, etta

4 3
(5)3_ 125 371 <r1)3
) =0==13 =(2),
3 27 T \n
joten rg = 371 /5.

Tarkastelemalla suorakulmaista kolmiota, jonka kdrkind ovat O1, O3 ja jokin
pallojen S; ja So kuorten leikkauspiste, voimme Pythagoraan lauseen nojalla
paatella, etta

/ 37”1 2 4T1
0102: 7’%—7‘%: T%—(5> :?

Erityisesti, leikkausympyrin méaaradmé taso leikkaa pallosta S7 pois segmentin,
jonka korkeus h on

h: —_— = —
T1 5 5a

ja tilavuus siten

h 71\ 2 T 14
/ 2 1 1 3
Vi=mh <7”13>7T(5) (7“1**15)—7r7’1'73'53.

Pallosta S5 pallon S; ulkopuolelle jéaava tilavuus on sama kuin pallon Ss tila-
vuuden puolikkaan ja juuri lasketun segmentin tilavuuden erotus, eli

14 5 4 14 s(2/3\° 14 5 40
Ve=grgmromrigrm =mrilg\y) T ) T g

Pallosta S pallon Sy ulkopuolelle jadva tilavuus on pallon Sp tilavuus, josta
vahennetaan puolet pallon Ss tilavuudesta sekéi segmentin tilavuus V', eli

4 1 4 4 2 3\° 14
Vlzﬁri’—~7TT§—V/=7TT%—37T’F%(5> —WT:;"W

5 (4-5% B4 14 5 432
- 7 = - Try s =
3-5% 3.5% 3.53

Kysytty tilavuuksien suhde on siis

% 40 )

Vi 432 54



Ongelma 6. Etsi kaikki reaalilukunelikot (z,y, z,w), joille pétee

2+ y? + 22 + w? = 16,
2y 2 +w =0,
ot oyt 2wt =64,
x® +y° + 25 +wd =0.

Ratkaisu. Voimme laskea, etté

(A (=4 () )
=@'+y'+2M+u?) -8 (2 + v + 22+ w?) +64=0.

Siispd mahdollisia ratkaisuita ovat ainoastaan ne nelikot (z,y, 2z, w), joissa 2% =

y? = 22 = w? = 4, eli ne, joissa jokainen luvuista z, y, z ja w on +2 tai —2.
Naitd on kuusitoista kappaletta.

Summassa 2> + > + 23 + w> jokainen termi on joko +8 tai —8. Koska sum-
ma hévida, esiintyy 48 kahdesti ja —8 niin ikdén kahdesti. Siten jéljelle jaavat
ainoastaan kuusi reaalilukunelikkoa

(+2,42,-2,-2), (+2, 2,42, -2), (+2, -2, -2, +2),
(_27 +2a +27 _2) ) (_27 +2a _27 +2) ) (_27 _27 +27 +2) .

N&amé ovatkin kaikki ratkaisuita. Alkuperdisen yhtéloryhmén symmetrisyyden
perusteella riittda laskea, etta

(+2)° + (42)° + (=2)° + (=2)° =4 + 4 + 4+ 4 = 16,
(+2)° + (+2)° + (=2)° + (-2)* =8+ 8 -8 -8 =0,
(+2)" + (+2)" + (=2)" + (-2)" =16 + 16 + 16 + 16 = 64,
(+2)° + (+2)° + (—=2)° + (-2)° =32+ 32 - 32 - 32 = 0.



